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Carga eléctrica y campo eléctrico 13 


Capítulo 1. Carga eléctrica y campo eléctrico 


1.1. Introducción. Ley de Coulomb 


El primer fenómeno natural relacionado con la Electricidad observado por el hombre 
fue el rayo de las tormentas. Sin saberlo, el hombre antiguo tenía un contacto continuo 
con fenómenos eléctricos. Sin embargo, el primer experimento eléctrico que se repro- 
dujo “en el laboratorio” fue realizado 600 años antes de J.C. por Thales de Mileto quien 
frotó una barra de ámbar y observó entonces que, en esas condiciones, aquélla adquiría 
la propiedad de atraer cuerpos ligeros. Como en griego el ámbar se llamaba “elektron”, 
las fuerzas de interacción entre dicho material y los cuerpos de masa pequeña recibieron 
el nombre de fuerzas eléctricas. Más tarde se descubrió que existían otros cuerpos, ade- 
más del ámbar, que poseían la propiedad antes mencionada. A éstos, Gilbert les dio el 
nombre de cuerpos eléctricos. Las fuerzas de atracción que ejercían éstos, cuando pre- 
viamente habían sido frotados, no podían ser de carácter gravitatorio pues éstas actúan 
tanto si un cuerpo ha sido frotado como si no. Además, las fuerzas eléctricas son mucho 
más intensas que las atracciones gravitatorias pues las primeras eran perceptibles y las 
segundas no. Asimismo, muchos años des- 
pués, el hombre se dio cuenta de que existían 
dos clases de electricidad, las cargas positivas y 
las negativas. El primer científico que formuló 
una ley en la que se evaluaran cuantitativa- 
mente las fuerzas de interacción entre cargas 
eléctricas fue Coulomb. Se sabía ya en su época 
que las cargas de igual signo se repelían y que 
las de signo contrario se atraían. Lo que estaba 
por ver era con qué intensidad se atraían o re- 
chazaban y cómo dependía dicha intensidad de 
las cargas en presencia y de la distancia entre 
ellas. Por ello, Coulomb ideó un artificio expe- 
rimental que viene representado en la Figura 


1.1. Figura 1.1 Esquema del dispositivo 
empleado por Coulomb en sus 
Las bolitas A y B eran iguales, de médula de experimentos. 


saúco y de unos 5 mm de diámetro. La bola A 
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estaba sujeta al extremo de una varilla aislante fija a la caja de la balanza. La B estaba 
unida al extremo de la cruz aislante suspendida de un hilo de plata muy fino. 
Electrizaba A y ponía B en contacto con ella, con lo que se repartía por igual la carga entre 
ellas, por ser ambas iguales. Al soltarlas se repelían y la torsión del hilo permitía deter- 
minar la fuerza de repulsión en condiciones de equilibrio. La distancia entre A y B en es- 
tas condiciones puede variarse con ayuda del tornillo T, con lo que varía la fuerza repul- 
siva. Mediante un dispositivo experimental tan sencillo, Coulomb pudo comprobar que 
la fuerza eléctrica de interacción entre 2 cargas puntuales Q, y Q, tiene las siguientes ca- 


racterísticas: 
a) Su dirección es la de la recta que une las cargas puntuales. 
b) Su sentido depende de si las cargas en presencia son de igual signo o no. 
En el primer caso, la fuerza es repulsiva y en el segundo, atractiva. 


c) Su módulo es proporcional al producto de cargas QQ, e inversamente propor- 
cional al cuadrado de la distancia que separa dichas cargas. 


Formulado matemáticamente queda: 


> QQ, > 
Fa r, (1.1) 


donde 


=> 
Fab esla fuerza que Q, ejerce sobre Q, 


r la distancia que separa dichas cargas 


> > 
r4 un versor que apunta de Q, a Q, si lo que se calcula es F ¿y 


La constante de proporcionalidad K depende del sistema de unidades que se emplee. Al 


darle el valor 9x10? y medir la fuerza en N y las distancias en m, las cargas quedan ex- 
presadas en coulomb (C) que es la unidad SI de carga eléctrica. En el SI suele escribirse 


que K= ET En tal caso, E, = 8,85x1 0712 que, como se verá, tiene las dimensiones de 
o 


una capacidad dividida por una distancia. Por ello e, se mide en F/m y es una constante 
universal llamada permitividad del vacío. Esta magnitud mide la facilidad que tiene di- 
cho medio para transmitir fuerzas eléctricas a distancia. 
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1.2. La intensidad del campo eléctrico 


De la misma manera que se interpreta la fuerza de atracción gravitatoria entre dos cuer- 
pos como la interacción entre la masa de uno de ellos y el campo gravitatorio creado por 
el otro, podemos hacer lo propio con las fuerzas eléctricas entre dos cargas puntuales. 
Así, éstas son también el resultado de la interacción entre una de las cargas y el campo 
creado por la otra en el punto en que se halle la primera. En este sentido, llamaremos 
intensidad del campo eléctrico en un punto a la fuerza que por unidad de carga actúa so- 
bre una carga de prueba situada en dicho punto. El cálculo de la intensidad del campo 
eléctrico creado por una carga puntual en un punto cualquiera resulta sencillo si se parte 
de la definición que acabamos de dar y de la ley de Coulomb: 


A a 
ab Are 2 5 


=-=} 
Si se desea calcular el campo E, que crea Q, allí donde se halla Q,, consideraremos a Qp 
como carga de prueba con lo que: 


>) 
E OE Eo Ey 
a O ATE Ê 1 


Si deseamos definir el concepto de campo eléctrico en el caso de una distribución de car- 
gas, la cosa se complica un poco. En efecto, al introducir una carga de prueba en el punto 
en el cual se quiere calcular el campo creado por la distribución puede que aquella sea 
suficientemente grande como para alterar la propia distribución. Para que ello no su- 
ceda, llamaremos intensidad del campo eléctrico creado por una distribución de cargas 
en un punto al límite, cuando la carga de prueba tiende a cero, de la fuerza por unidad 
de carga que actúa sobre dicha carga de prueba situada en el punto: 


Si son varias las distribuciones de carga que crean campo, el campo eléctrico creado con- 
juntamente por todas ellas en un punto debe calcularse sumando vectorialmente todos 
los campos creados individualmente por cada una de las distribuciones (Principio de 
superposición). 


Así las cosas, si una distribución de carga es espacial y puede considerarse continua, se 
define en todo punto P(x’, y”, z’) de la misma una función continua de las coordenadas 
xX’, y”, z’, p(x’, y”, zZ’) que dará cuenta en todo punto de la carga por unidad de volumen 
existente en él. Si se desea calcular el campo eléctrico que crea toda la distribución en un 
punto cualquiera, se descompone el volumen en elementos dt’ asimilables a puntos. A 
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cada uno de ellos le corresponde una carga pdt’ que puede considerarse puntual. El 
campo eléctrico que crearía dicho elemento en un punto cualquiera sería: 


> 1 pdr > 
dE = r 
á4re, pp 1 


Para determinar el campo eléctrico creado por toda la distribución espacial, aplicaremos 
el principio de superposición con lo que dicho campo será igual a la suma vectorial de 


=> 
todos los campos dE creados individualmente por cada uno de los dí” que configuran el 
volumen total 7” de la distribución. Así pues: 


1.3. Potencial eléctrico 


> 
Consideremos ahora una carga de prueba Q’ situada en el seno de un campo eléctrico E. 
Supondremos que su desplazamiento está constituido por una sucesión de estados de 
equilibrio, por lo que la fuerza que deberemos aplicar para equilibrar la fuerza del campo 


> > 
Q'E será -Q'E y el trabajo que hemos de realizar contra las fuerzas del campo para llevar 
Q’ de P} a P, será: 


Pa >> 
W= -f Q’ E-di 


P, 
Si la trayectoria seguida por Q’ hubiese sido cerrada, entonces el trabajo a realizar contra 
las fuerzas del campo vendría dado por: 


> —> 
W=- fo E.-dl 


Vamos a intentar hacer un cálculo de esta última integral. Para simplificar, supondre- 
mos inicialmente que el campo lo crea una carga puntual Q. En un punto cualquiera a 
distancia r de la carga Q debe ser: 


Q 1 > 
Sot 


4te, e 1 


> 
E = 


Así pues, el trabajo para mover la carga Q’ en el seno de dicho campo a lo largo de una 
curva cerrada será: 
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> > 
TES QQ di: r 
ATES 


> > 
Pero tal como se observa en la Figura 1.2, dl- r, = dr por lo que: 


w=- 99 E = 99 da» 
ATES y? ATES r 
Como bajo el símbolo integral aparece la diferencial exacta de la función de punto 1/r y 
el valor de ésta en los puntos inicial y final del recorrido es el mismo, resulta final- 


mente que el trabajo a realizar contra las fuerzas del campo para desplazar una carga de 
prueba Q’ en el seno del campo creado por una carga puntual es: 


> > > > 
w--potázo e f Ed- o 


De lo anterior se deduce que el campo creado por una carga puntual en reposo es con- 
servativo. 


La propiedad antes mencionada se hace ex- 
tensiva, en realidad a todos los campos eléc- 
tricos creados por distribuciones de carga en 
reposo. En efecto, imaginemos que se consi- 
dera una distribución de cargas cualquiera. 
Según el principio de superposición, el 
campo que ella crea en todo punto del espa- 
cio es igual a la suma vectorial de los campos 
creados individualmente por cada carga de la 
distribución. Así, 


prueba Q’ y de la carga creadora de 
campo Q en un instante cualquiera del 
desplazamiento considerado. 


> > Figura 1.2 Situación de la carga de 
i 


=> 
Como para cada E; debe cumplirse 


resulta entonces 
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pea. POR pra 


Se deduce, pues, que cualquier campo eléctrico creado por una distribución de carga fija 
es irrotacional. En el caso electrostático se puede escribir: 


> > > 
VAE=0 © E=-VV 


para cualquier punto del espacio. La función V de la cual deriva el campo eléctrico E re- 
cibe el nombre de potencial eléctrico y presenta una dependencia en las coordenadas Xx, y, 
Zz. Es conocido que los potenciales escalares no están unívocamente determinados y eso 
mismo es lo que sucede en el caso del potencial eléctrico. Como el campo electrostático 
deriva del potencial escalar V, será siempre perpendicular a las superficies equipotencia- 
les y apuntará hacia los valores inferiores del potencial. Como en todo campo conserva- 


— 
tivo, la circulación del campo electrostático E entre dos puntos será siempre indepen- 
diente del camino seguido y sólo dependerá de los puntos inicial y final del recorrido. A 


> 
nuestros efectos, resultará interesante calcular la circulación elemental de E, veamos: 


> > 


> > 
E-dl = -VV.dl = -dV 


>) 
Si deseáramos evaluar la circulación de E entre dos puntos 1 y 2 situados a distancia fi- 
nita, deberíamos sumar las circulaciones elementales que corresponden a los tramos que 
unen dichos puntos. Así: 


2 2 1 
> > > > 
[tá --[a-v-w --| èa 

1 1 2 


Con ello se obtiene la diferencia de potencial existente entre los dos puntos. Debe quedar 
claro que la circulación de un campo eléctrico determina sólo diferencias de potencial. Si 
queremos asociar a cada punto un valor del potencial, deberemos asignar el origen ó 0 
de potenciales a una región del espacio elegida arbitrariamente. Si la distribución de 
carga que se considera tiene extensión finita, se suele tomar el origen de potenciales en 
el infinito. Así, si 2 está en el infinito queda: 


a pp 
Vi --| èa - [24 
oo 1 


como expresión del potencial correspondiente al punto 1. 
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Para calcular el trabajo que debe realizarse contra las fuerzas del campo para trasladar 
una carga de prueba Q’ del infinito (0 de potenciales) hasta el punto 1 tendríamos que 
evaluar la integral 


5 > > a 
w--[otd- oy - foa (1.2) 
1 


En consecuencia, podríamos afirmar finalmente que el potencial del punto 1 representa 
físicamente el trabajo que hay que realizar contra las fuerzas del campo para trasladar la 
unidad positiva de carga desde el infinito hasta el punto 1 (V, = W/Q”). De la segunda 
igualdad de (1.2) se desprende también que el potencial en 1 es el trabajo que efectúan las 
fuerzas del campo cuando la unidad positiva de carga se desplaza desde el punto al infi- 
nito. 


En el caso de una carga puntual, el potencial que ésta crea en un punto a distancia r es 
(tomando el 0 de potenciales en el infinito): 


r oo 00 oo 
vo fra [rá [ Li73- e): 
i p He, r2 4reo J, r Ane r 


El signo del potencial coincide, 
como se aprecia, con el de la carga. 
Las superficies equipotenciales se- 
rán esféricas y centradas en la carga. 
Las líneas de fuerza del campo eléc- 
trico serán radiales por ser perpen- 
diculares a las superficies equipo- 
tenciales. En la Figura 1.3 se mues- 
tra el aspecto de las primeras y las 
segundas. 


El potencial eléctrico cumple, como 
el campo, el principio de superposi- 
ción. Así pues, si tenemos varias 
distribuciones de carga en presen- V1 > V2> V3 
cia, el potencial creado por todas 
ellas en un punto cualquiera del 


espacio será igual a la suma de to- . ý peun i a pai hii eo ee y 
: e neas de fuerza en el caso de una carga 
dos los potenciales creados indivi puntual posta: 


dualmente en dicho punto por cada 
una de las distribuciones. 
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1.4. El campo eléctrico en el exterior y en el interior de los cuerpos 
macroscópicos cargados 


Dado que en los cuerpos de dimensiones macroscópicas la carga eléctrica se halla repar- 
tida entre núcleos cargados positivamente y electrones cargados negativamente, se nos 
plantean dos cuestiones: La primera que abordaremos enseguida es la de si es posible 
calcular el campo eléctrico creado por un cuerpo cargado en un punto exterior supo- 
niendo continua la distribución de carga en el cuerpo. Si ello fuera posible, este campo 
podría ser evaluado, directamente, integrando sobre la distribución de cargas. Ahora 
bien, en la materia los núcleos mayores tienen diámetros del orden de 101% m. Así 
pues, existen tantos núcleos y tantos electrones y todos ellos están agrupados de forma 
tan compacta que no resulta descabellado pensar que la carga eléctrica en un cuerpo esté 
distribuida de forma continua. Esta aproximación de lo discontinuo a lo continuo nos 
permitirá aprovechar los recursos del cálculo infinitesimal, cosa que se hace corriente- 
mente en Física. Así las cosas, para todo punto P’ de coordenadas x’, y”, z’, podremos de- 
finir una función continua p(x’, y”, z’) que daría cuenta de la carga por unidad de volu- 
men existente en ese punto. Es la función densidad espacial de carga. Para definirla co- 
rrectamente, imaginemos que deseamos conocer su valor en un punto P” de la distribu- 
ción. A estos efectos supondremos que At” es un volumen pequeño centrado en P’. El 
valor de p en P’ se define entonces como p = AQ/AT', siendo AQ la carga distribuida en el 
volumen At”. Para que la definición sea correcta, At” debe cumplir 2 condiciones, hasta 
cierto punto contradictorias: 


a) debe ser suficientemente grande como para poder considerar despreciables las 
variaciones temporales y entre volúmenes contiguos de carga. 


b) debe ser suficientemente pequeño para poder considerarlo infinitesimal. 
Cuando se cumplan estas dos condiciones, p(x’, y”, z’) = dQ/dr”. 
Para determinar el potencial creado por el cuerpo en un punto exterior, descompon- 


dremos el volumen 1” del cuerpo en elementos dr” (Figura 1.4) y evaluaremos primero 
la contribución a V de cada elemento 


Seguidamente, aplicaremos el principio de superposición con lo que el potencial total en 
P (Figura 1.4) creado por la distribución será 


pes (1.4) 
lo E 


La segunda cuestión que se nos plantea es la de si es posible calcular el campo eléctrico 
creado por un cuerpo cargado en un punto interior, considerando continua la distribu- 
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ción de cargas en éste. Antes de abor- 
dar el tema, haremos algunas re- 
flexiones previas. Es evidente que el 
campo cerca de un núcleo o un elec- 
trón debe ser enorme y además tiene 
que presentar fluctuaciones tempora- 
les importantísimas pues, en la ma- 
teria, las cargas no permanecen fijas, 
en realidad. De todo ello se deduce 
que no es útil considerar el campo a 
esta escala. Nos contentaremos con 
evaluar valores medios temporales 
del campo eléctrico en un punto in- 
terior. Con esta advertencia, queda 
justificado, también, el que conside- 
remos continua la distribución de 
carga, por las razones antes apuntadas. A pesar de estas disquisiciones, sigue permane- 
ciendo la duda de que sea calculable un potencial o un campo en un punto interior a 
una distribución de cargas pues, a primera vista, parece infinita la contribución al poten- 
cial en P del elemento de volumen centrado en dicho punto (para él r = 0). En realidad, 
según vamos a ver, no es infinita la contribución a V del elemento centrado en P. 


Figura 1.4 


Consideremos el punto problema y una capa esférica de radio r y 
espesor dr que rodea el punto P (Figura 1.5). Supondremos que r 
es, en principio, pequeño ya que de esta manera podemos consi- 
derar que p es la misma para todos los puntos de la capa. La con- 
tribución de la misma al potencial en P sería: 


2 
_ p4rar dr _ pr 
dv = 4 €, Y € dr 


Figura 1.5 


Si r disminuye, dV disminuirá con él. En consecuencia, si hace- 
mos tender r a 0, tenderá a 0 también la contribución dV. 
Acabamos, pues, de demostrar que es nula la contribución al po- 
tencial del elemento centrado en P. Queda así despejada la única duda que se planteaba y 
en definitiva, será posible calcular el potencial o el campo en puntos interiores a un 
cuerpo cargado considerando, como en el caso de los puntos exteriores, que la carga está 
distribuida de forma continua. 


Toda esta discusión constituye una justificación del por qué podemos calcular el campo 
creado en un punto cualquiera del espacio por un cuerpo macroscópico cargado utili- 
zando las técnicas ordinarias del cálculo infinitesimal. Ello, sin duda, es ventajoso, 
puesto que las reglas que rigen dicho cuerpo de doctrina son conocidas. Aún así, la ex- 
presión integral (1.4) sólo será evaluable analíticamente en los casos en que la distribu- 
ción de cargas presente simetrías sencillas. También en estos casos, la aplicación del teo- 
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rema de Gauss nos puede conducir más rápidamente al cálculo de un campo eléctrico. 
Trataremos esta cuestión en el siguiente capítulo. 
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Capítulo 2. Ecuaciones fundamentales de la electrostática 


2.1. Teorema de Gauss 


El teorema de Gauss relaciona el flujo de un 
campo eléctrico a través de una superficie ce- 
rrada cualquiera con la carga eléctrica conte- 
nida en su interior. Para demostrarlo, consi- 
deraremos primero el campo creado por una 
carga puntual Q y evaluaremos el flujo de 
dicho campo a través de un elemento de su- 


> 
perficie representado por un vector dS. Sien- 
do el campo eléctrico 


> Q 1 > 
E= 7x Eo Ê n 
i Figura 2.1 
el flujo elemental valdrá: 
> > Q 1? 2 Q 1 A 
db = E-dS = dre f r,:dS = Gre, Y dS cose = fne, f dS 


Llamaremos ángulo sólido subtendido por dS 
desde Q al área interceptada sobre la superficie 
esférica de radio unidad y centrada en Q por el 
cono cuyo vértice es Q y cuyas generatrices pasan 
por el contorno de dS (Figura 2.2). Se mide en es- 
tereorradian. Los elementos dS’ y dQ correspon- 
den a dos superficies esféricas concéntricas y por 
tanto son homotéticos, siendo sus áreas propor- 
cionales al cuadrado del radio. Luego: 


ds” de 
e “1 > ds” = Pda Figura 2.2 
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Sustituyendo en la expresión del flujo elemental, resulta 


Q 


SN 


1 
50-327 


Electrostática 


El flujo es pues proporcional al ángulo sólido subtendido por dS desde Q. 


Supongamos ahora que la carga Q es interior a una super- 
ficie regular cerrada (Figura 2.3). El flujo del campo creado 
por Q a través de ella será 


o- [0-2 [a 
s TEL s 


Ahora bien, como Q está completamente rodeada por S, 
el ángulo sólido subtendido desde Q por toda la superficie 
S, debe ser igual al área de la superficie esférica de radio 
unidad, es decir, 4n estereorradian. Luego, si la carga Q es 


Figura 2.3 


interior a S, el flujo del campo creado por Q a través de ella será: 


= > (2.1) 


Vamos a examinar a continuación cuál sería la contri- 
bución al flujo a través de la superficie S regular ce- 
rrada de una carga Q’ exterior a aquélla. 
Consideraremos para ello un cono cualquiera de vér- 
tice Q’ y abertura infinitesimal que intercepte la super- 
ficie S (Figura 2.4). Lo hará dos veces y los elementos 
interceptados por el cono subtienden desde Q’ el 
mismo ángulo sólido. El flujo del campo creado por Q’ 
a través de cada uno de ellos será, en módulo, el 
mismo, aunque de signo contrario, con lo que, si los 
sumamos los dos, se cancelarán. Como, para cualquier 
cono de iguales características, se cumple lo anterior- 


ds mente expuesto, resultará que la contribución al flujo, 
a través de una superficie regular, del campo creado 
por cargas exteriores a ella, será nula. 
Figura 2.4 


Si en el interior de S regular existe más de una carga 


— 
(Q,, Qz --., Qu) y designamos por Ej al campo creado 


— 
por Q, para cada E; debe cumplirse una ecuación análoga a la (2.1). Así pues: 
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> > Q. 


Dd, = E -dS = — 
sS o 


Teniendo en cuenta el principio de superposición, el flujo del campo creado conjunta- 
mente por todas las cargas interiores a través de la superficie regular S será: 


y 9 
> > > > > > A 
Dd = B- | ) E -dS = ) [2.3 = ——— (2.2) 
S y =d Js Eo 


La expresión (2.2) nos da la contribución al flujo a través de una superficie regular ce- 
rrada S de las cargas interiores a ella. Como hemos visto que las cargas exteriores no 
contribuyen al flujo a través de S, podemos concluir finalmente que: 


El flujo de un campo eléctrico a través de una superficie regular cerrada es igual al co- 
ciente entre la carga neta existente en el volumen interior a la superficie y la permitivi- 
dad del vacío. 


Expresándolo matemáticamente se tiene: 


E-dS = t (Teorema de Gauss para superficies regulares cerradas) 
s o 


Consideremos el caso de una superficie cerrada 

alabeada y supongamos que en su interior : 
existe una carga puntual Q (Figura 2.5). 

Cualquier cono de abertura infinitesimal que 

tracemos desde Q interceptará dicha superficie 

un número impar de veces. Como puede verse 

fácilmente, los flujos que atraviesan todos estos 

elementos se anulan dos a dos. Así pues, el 

flujo que corresponde a los 5 elementos inter- i 
ceptados de la figura será igual al flujo a través Figura 2.5 

del último elemento. Todo sucede como si 

cualquier cono trazado desde una carga interior 

interceptara a la superficie una sola vez como en el caso de las superficies regulares con 
lo que para calcular el flujo del campo creado por Q proseguiríamos entonces como si la 


=> 
superficie considerada fuese regular. Así las cosas, si E es el campo creado por una carga 
Q interior se cumplirá también: 
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siendo S cerrada y alabeada. 


Análogamente, si dentro de S existieran más cargas Q}, O,, ..., Qu se verificará igual- 
mente que 
f 2. Om 
s Eo 


=> 
para S cerrada y alabeada, si E es el campo creado por todas las cargas conjuntamente. 
Si Q’ fuera exterior a una superficie alabeada S, cualquier cono de abertura infinitesimal 
trazado desde Q’ intercepta a S un número par de veces. Como los flujos del campo cre- 
ado por Q’ a través de estos elementos se anulan dos a dos, se concluye finalmente que 


la contribución de las cargas exteriores al flujo a través de S es nula. Resumiendo, para 
superficies alabeadas cerradas debe cumplirse también que: 


> > Q., nt 
E -dS = (Teorema de Gauss válido para cualquier superficie cerrada) 
S O 


2.2. Forma diferencial de la Ley de Gauss 


Si la carga interior a una superficie cerrada S está distribuida por el volumen qt’ ence- 
rrado por aquélla, podemos definir para cualquier punto de t’ una densidad espacial de 


carga p con lo que entonces 
Aint = f p dr 
T 


La expresión matemática de la ley de Gauss es: 
E -dS = z |P dt’ (Ley de Gauss en forma integral) 
S o vr 


Si aplicamos ahora el Teorema de Ostrogradsky queda: 


> > p 
V-Edt = — dré 
, , € 
T 7 o 
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De aquí resulta que 


> p 
V.E- =|dr = 0 

e 

T o 


cualquiera que sea 1”, lo que obliga a que: 
2 P ; , 
V.E= (Forma diferencial de la Ley de Gauss) 


en todo punto de 1”. 


2.3. Ecuaciones de Poisson y de Laplace 


Como en el caso electrostático: 


entonces 
(Ecuación de Poisson) 
En las regiones del espacio en las que p=0 se cumplirá: 


>) 
Vív =0 (Ecuación de Laplace) 


Para determinar el potencial podemos, pues, integrar cualquiera de las dos ecuaciones 
diferenciales anteriores (la 1? allí donde px*0 ,la2 allí donde p=0 ). Para determi- 
nar completamente el potencial, deberemos hacer uso de las condiciones de contorno 
que plantee el problema. 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


Energía en los campos eléctricos 29 


Capítulo 3. Energía en los campos eléctricos 


3.1. Energía potencial de una distribución discreta de cargas puntuales 


Vamos a considerar que tenemos una distri- 
bución de cargas puntuales de extensión fi- 


Q2 
nita como la de la Figura 3.1. Cada una de las fro Q; 
cargas se halla sometida al campo y potencial p a 
que crean las demás. Por ello, cada una de las Q; i 
Q; tendrá una energía potencial definida, así i 
como el conjunto de la distribución. Nos Pis Q, 
proponemos calcular, precisamente, esta 

energía potencial total de la distribución. Os "45 

Para ello, llameremos rja la distancia exis- 

tente entre las cargas Q; y Qj de la distribu- 

ción. Tomaremos el origen de potenciales en Figura 3.1 

el infinito y supondremos que las cargas 

consideradas permanecen en equilibrio bajo 

la acción de fuerzas eléctricas y fuerzas mecánicas de ligadura. Imaginemos entonces que 
desplazamos la carga Q} hasta el infinito suponiendo que las fuerzas eléctricas y mecáni- 
cas que actúan sobre ella se equilibran en todo momento. El trabajo de la fuerza eléctrica 
será igual a la disminución de la energía potencial del sistema. El potencial V, creado 
por todas las cargas excepto la Q,, allí donde se halla la Q,, es el trabajo que efectúan las 
fuerzas eléctricas cuando 1 C se desplaza desde el punto 1 hasta el infinito. Por ello, el 
trabajo de las fuerzas eléctricas en el desplazamiento de Q, desde 1 al infinito será: 


W, = Q; Lo 22 <e 
1” ATES h2 fa Tas 


(3.1) 


Supongamos ahora que la carga que se desplaza desde su posición original hasta el infi- 
nito es Q, estando Q, muy alejada. El trabajo de la fuerza eléctrica será en tal caso: 


Q Q Q Q 
de 2 A aao 
W, = 0+0+ + + (3.2) 
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Desplazando posteriormente las cargas Q¿,Qy y Qs , los trabajos realizados por las 
fuerzas eléctricas son entonces: 


Q Q Q 
es 24 = 
Wa = Fre, [o+0+0+4+ 75] (3.3) 
| a 
zeae 25 
Wa = Fre, OE DAOR (3.4) 
Q 
We = 3 [o+o+o+o+o0] (3.5) 


La suma de los 5 trabajos W; nos determinará la energía W de la distribución original. 
Imaginemos que añadimos, por debajo de la diagonal de ceros, cantidades tales que los 


términos que se obtengan sean iguales a los simétricamente situados respecto a dicha 
diagonal. Quedaría entonces: 


Q a 0, Q, Q 
m lorpena] 
1 


(3.1' 
4re, n2 Ma "4 / 
n E 2a + ds + os ] (3.2) 
TE “Toy fos "24 "25 

% [%,% % , 9%] 

— +0 da (3.3) 

Anea Ela T32 34 35 
% [h,k] T 
"Eo “far T42 Tag as 

Q5 Q Q Q Q 
4re [Art o] sa 


o 51 52  'sg "54 


Al observar las 5 últimas ecuaciones veremos que cada uno de los términos Q;Q; / 4er; 
aparece dos veces. En las 5 ecuaciones del primer bloque cada término aparece sólo una 
vez. Así, al sumar las ecuaciones (3.1, (3.2, (3.3), (3.4) y (3.5') obtendremos el doble (2W) 
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de la energía potencial de la distribución de cargas original (W). Si observamos además 
las ecuaciones del último bloque, veremos también que cada una de ellas es igual al 
producto de una carga Q; por el potencial que crean las restantes en el punto donde se 


halla la Q; (Q¡V¡). Así pues, sumando las ecuaciones del último bloque se tiene final- 
mente 


2w = YQv, o sea w=3 XQ, (3.6) 
i 


siendo V; el potencial que crean todas las cargas de la distribución, excepto la i, allí donde 
se halla la Q,. La ecuación (3.6) nos proporciona la energía potencial de una distribución 
de cargas puntuales sin tener en cuenta la energía propia de las cargas. Esta última sería 
la energía que se liberaría si dejáramos que cada carga puntual se expandiera hasta un 
volumen infinitamente grande. Mediante la ecuación (3.6) sólo calculamos de hecho la 
energía necesaria para reunir una distribución de cargas ya formadas o, lo que es lo 
mismo, la energía que se liberaría si deshiciéramos esta distribución llevando todas las 
cargas desde su posición original hasta el infinito. 


3.2. Energía potencial de una distribución continua de cargas. Densidad de 
energía eléctrica 


Si deseáramos calcular la energía asociada a una distribución continua de cargas de den- 


sidad p, podríamos generalizar (3.6) sustituyendo Q; por p dí” y el sumatorio por una in- 
tegral extendida a todo el volumen 7” de la distribución. En tal caso: 


w-ifove (3.7) 
T 


La generalización es, no obstante, peligrosa porque la energía determinada mediante 
(3.7) sí incluye la energía propia de las cargas que siempre es positiva. De hecho, la inte- 
gral (3.7) siempre conduce a resultados positivos, como a continuación demostraremos, 
a diferencia de la expresión del sumatorio que puede llevarnos a obtener energías posi- 
tivas o negativas. Si aplicamos la ecuación de Poisson 


— 
2 
p = -E¿VOV 


y sustituimos en (3.7), queda 


€ 
W=- [ve de (3.8) 
T 
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> > > > > 


> > 
como V-(fA) =fV.A + A-Vf, sihacemos f=V y A=VV 
resulta entonces 


> > 


y2 2 
V.(VWVV) = VV*V + (VV) 


€ € 
w=-5 f Y (viv) dv + 2 | El dr 
T , 


T 


Así pues, 


La primera integral puede transformarse en una de superficie si se aplica el teorema de 
Ostrogradsky con lo que 


€ > > € 2 
W =- ra VVV-dS' + > E* dv (3.9) 
T 


donde S’ es la superficie cerrada que envuelve a t’. Como dicho volumen puede ser 
cualquiera, siempre y cuando contenga todas las cargas de la distribución, podremos su- 
poner que tiende a infinito. Así las cosas: 


W=- ra VVV-dS' + 7 E* dt (3.10) 
S' 500 T 00 
Si t es infinitamente grande, la superficie S’ estará también infinitamente alejada de las 


cargas de la distribución. Un observador situado en S’ verá las cargas concentradas en 
un punto. Según él, el potencial debería variar como una función del tipo 1/r, el tér- 


> > 

mino VV como 1/44 y dS” debe crecer como r?. En consecuencia, a grandes distancias 
> > 

la función VVV-dS” debe variar según una ley del tipo 1/r. Para los puntos de S, r sería 


> > 
infinitamente grande con lo que la función VWVV-dS” debe anularse en ellos. La pri- 
mera integral de (3.10) tiende, pues, a cero con lo que finalmente: 


e 
W = En fe dr (3.11) 


T 00 


En realidad no hace falta extender (3.11) a un volumen infinitamente grande. En mu- 
chas ocasiones, existirán puntos del espacio en los que E = 0. Estas regiones no contribui- 
rán nada a W. Por ello, el recinto de integración de (3.11) puede ser cualquiera, siempre y 
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cuando contenga todos los puntos del espacio en los que E sea distinto de cero. Si t’ 
cumple esa condición, entonces 


€ 
Mi f E? dr (3.12) 
7 


Como la integral (3.12) representa, de hecho, una suma de términos cuadráticos y por lo 
tanto positivos, será ella misma positiva. Queda pues demostrado que tanto (3.7) como 
(3.12) conducen siempre a valores positivos de la energía. Si consideramos el caso de una 
carga, la ecuación (3.12) permite determinar la energía asociada al campo que ella crea. 
Esta energía será positiva y coincidirá precisamente con la energía propia de la carga. 
Queda pues demostrado que las expresiones (3.7) y (3.12) incluyen las energías propias de 
las cargas. 


Para evaluar la energía W asociada a un campo eléctrico, podemos definir para cualquier 
punto una función densidad de energía eléctrica 


dW 1 
dr = 3% E? (3.13) 


Integrando dicha función sobre cualquier recinto que contenga todos los puntos en los 
que E es distinto de cero obtendremos la energía asociada al campo creado por la distri- 
bución que se considere, esto es la energía potencial de la distribución. 
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Capítulo 4. Conductores en equilibrio electrostático 


4.1. Campo y cargas en un conductor en equilibrio 


Es sabido que los materiales conductores contienen en su interior un gran número de 
electrones libres que pueden desplazarse sin cortapisas a lo largo de todo el volumen del 
conductor. De hecho, si un conductor se halla en equilibrio, el movimiento de sus elec- 
trones libres es totalmente desordenado. En él todas las celeridades son posibles y todas 
las direcciones de movimiento equiprobables. Así las cosas, si consideramos en el seno 
de un conductor de estas características un volumen cualquiera, podemos afirmar que el 
número de electrones que en un intervalo de tiempo determinado ha abandonado di- 
cho volumen es igual al número de electrones que en el mismo intervalo han llegado 
hasta él. Todo ha sucedido como si los electrones libres del material hubieran permane- 
cido en reposo, lo que en realidad no se ha producido. Podemos evitar esta considera- 
ción dando la siguiente definición: Llamaremos conductor en equilibrio electrostático a 
aquél en el cual las cargas libres no efectúan ni consumen trabajo en sus desplazamien- 
tos. Como consecuencia directa de esto, el campo eléctrico en todo punto interior de un 
conductor en equilibrio debe ser nulo. En efecto, si así no fuera, sobre una carga q, del 


—> 
conductor actuaría una fuerza qj E que realizaría un trabajo no nulo, en general, 
cuando q, se desplazara, contraviniendo entonces la definición de conductor en equili- 
brio dada anteriormente. Queda, pues, demostrado nuestro aserto. Si consideráramos 


> 
un punto de la superficie del conductor, no es necesario que en él sea E =0 para no 


contradecir la definición dada. Basta que E sea perpendicular a la superficie conductora 
para que se cumplan las condiciones impuestas por la definición puesto que, entonces, 
al desplazarse una carga por la superficie, el trabajo efectuado por la fuerza que actuaría 
sobre ella sería nulo. Así pues, si un conductor está en equilibrio, el campo en un punto 
cualquiera de su superficie es perpendicular a la misma. 


Puede demostrarse también que en el interior de un conductor en equilibrio, las cargas 
de uno y otro signo se compensan exactamente. En efecto, sea C un conductor en equili- 
brio y S una superficie cerrada cualquiera interior a C (Figura 4.1). Como para cualquier 


> > 
punto de Ses E =0, el flujo D a través de S del campo eléctrico E será asimismo nulo. 
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Como consecuencia del teorema de Gauss, re- 
sulta que la carga interior a S, Qjp debe ser cero 
con lo que quedaría demostrada la anterior afir- 
mación. 


Un corolario inmediato de lo que acabamos de 
decir es que si un conductor en equilibrio está 
cargado, su carga se reparte exclusivamente so- 
bre su superficie. En estas condiciones, en todo 
punto de una superficie conductora cargada se 
podrá definir una función o densidad superfi- 
Figura 4.1 cial de carga que puede variar de un punto a 
otro de la superficie. Dicha función daría 
cuenta del valor de la carga existente por uni- 
dad de superficie en cada punto. 


4.2. Campo en la superficie de un conductor en equilibrio 


Hemos visto que el campo en la superficie 
de un conductor es perpendicular a ella. 
Veamos ahora cuál es su intensidad. Para 
ello, consideremos un punto A infinita- 
mente próximo a la superficie y sea dS el 
elemento de área enfrentado a A. Suponga- 
mos que la distancia entre A y dS es despre- 
ciable frente a las dimensiones transversales 
de dS (o sea, que esta distancia es un infi- 
nitésimo de orden superior al de las dimen- 
siones transversales). Consideremos un ele- 
mento de superficie que pase por A, paralelo 
a dS y que esté interceptado por las líneas de 
campo que pasan por el contorno de dS (ver 
Figura 4.2). El área de dicho elemento dife- 
rirá de dS sólo en infinitésimos de orden 
superior al de dS. El campo en A sólo tiene 
componente normal a la superficie. El flujo eléctrico a través del elemento que pasa por 
A será, pues, E, + dS donde E, representa el valor de la componente normal del campo 
en À (que es la única componente que hay). Si consideramos ahora la superficie cerrada 
formada por el elemento que pasa por'A, las paredes laterales del tubo de fuerza que pasa 
por el contorno de dS limitadas por el elemento que pasa por A y una superficie en 
forma de bolsa interior al conductor en equilibrio, tendremos entonces que si es S, el 
área de las paredes laterales del tubo de fuerzas, el flujo que las atraviesa será D, =0.A 


Figura 4.2 


> 
través de la bolsa mencionada, el flujo Pg será también nulo, por ser nulo E en todo 
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punto interior a un conductor en equilibrio. Finalmente, pues, según el teorema de 
Gauss, resulta: 


E IS +0+0= 07 > E ms (4.1) 


pues en el interior de la gaussiana sólo hay carga en la superficie del conductor y vale o 
dS . Tenemos así la expresión de la componente normal del campo eléctrico en un 
punto de la superficie de un conductor en equilibrio. Si o fuese positiva en el elemento 
enfrentado al punto, E, sería positiva y las líneas de fuerza saldrían del conductor. Por 
el contrario, si o < 0 en el elemento enfrentado al punto, sería E, <0 y las líneas de 


fuerza llegarían al conductor. Cuanto mayor sea el valor absoluto de c en un punto de 
la superficie, tanto mayor será la intensidad del campo eléctrico en él. En las superficies 
conductoras, las cargas se acumulan en los lugares de mayor curvatura (más puntiagu- 
das). En ellas o será muy grande y por ello el campo eléctrico en las proximidades de las 
puntas será muy intenso. Veamos qué sucede entonces: Las moléculas que entren en 
contacto con el conductor, adquirirán carga de éste. En las proximidades de las puntas, el 
fuerte campo existente ejercerá fuerzas muy intensas sobre las moléculas cargadas las 
cuales saldrán repelidas violentamente dando lugar al llamado viento eléctrico (Figura 
4.3), el cual es capaz de desviar la llama de una vela. Esto hace que el conductor pierda 
su carga preferentemente por las puntas (poder de las puntas), efecto que se aprovecha 
en las bujías de los motores de explosión. 


Imaginemos ahora que 
el cuerpo positivo re- 
presentado en la Figura 
4.3 sea una nube y que 
el cuerpo metálico pun- 
tiagudo está unido a tie- 
rra. La nube atraerá ha- 
cia la punta cargas nega- 
tivas de la Tierra. Estas 
atraen a las cargas posi- 
tivas de la nube y las 
neutralizan, que es lo 
mismo que decir que pasan a tierra. En esto consiste, precisamente, el pararrayos de 
Franklin. 


Figura 4.3 Viento eléctrico. 


4.3. Presión electrostática 


Para llegar al concepto de presión electrostática, vamos a considerar un conductor car- 
gado y en equilibrio. Sea o la densidad superficial de carga definida en todo punto de su 
superficie y sea dS un elemento de área de la misma y A un punto infinitamente 
próximo a dS (Figura 4.4) tal que la distancia de A a dS sea un infinitésimo de orden su- 
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perior al de las dimensiones transversales de dS. El campo total en A vendrá dado por 


=> gs > 
E = E n 
o 
y es, según se ha visto, perpendicular a la 
> 
superficie (n es el versor asociado al sen- E 


tido positivo de la normal). Podemos con- 
siderar que este campo es la suma del 
campo creado en A por las cargas del ele- 


> 
mento dS (E,) y del campo en A creado 


por las cargas restantes de la superficie del 
> 


> > > 

conductor (E3). Así pues, E = E} + E, . Si 
la distancia de A a dS es un infinitésimo 
de orden superior al de las dimensiones 
transversales de dS, un observador si- 
tuado en A vería a dS como un área infi- 
nitamente extensa. Para dicho observador, 
el campo E, sería igual al que crearía en 
un punto cualquiera del espacio una dis- 
tribución superficial plana e indefinida. 
Calculémoslo: La simetría de la distribu- 


Figura 4.4 Presión electrostática. 


ción asegura que E, debe ser perpendicu- 
lar a la superficie. Aplicaremos el teorema 
de Gauss a una gaussiana constituida por 
un cilindro de generatrices perpendicula- 
res a la superficie (Figura 4.5). Tenemos, 
pues, 


2 E; dS = LAS 
Eo 
de donde E 
Figura 4.5 Cálculo de E}. 
E = 19 
da Eo 


: > 
Así, pues, el campo creado por las cargas de dS en A será perpendicular a dS, como E, y 
> > 
su componente normal valdrá E , Siendo el sentido de E, coincidente con el de E 
Se g 
pues ambos sólo dependen del signo de o. Vectorialmente, E, = 5% 
o 


— 
. Como E, es 
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> > 

perpendicular a la superficie del conductor y sucede lo mismo con E , E, también será 
; : oa > on 2 

perpendicular a dicha superficie. Como E = E, = 2 E, , deberá ser, forzosamente, 


5 
> > 


> A on... E : 
E, = E, . Así, pues, E, = 2e, siendo E, el campo creado conjuntamente por los 


elementos que configuran la superficie del conductor, excepto dS. 


Si deseáramos ahora evaluar la fuerza que sobre las cargas de dS ejercen las demás, de- 


beremos estudiar la interacción existente entre la carga o dS de dS y el campo eléctrico 
—> 
E, que crean en dS las cargas exteriores a este elemento. Así, pues, 


>) 
> > on o? > 
dF = odS E, = co = 28, dS n 
El módulo de la fuerza elemental es, entonces, dF = o? S S : 
Le] 


Por tanto, la fuerza por unidad de superficie que actúa sobre los elementos de área de la 
superficie del conductor cargado será: 


PL EIA E + A — 
pags 28 p F a 


> 
y recibe el nombre de presión electrostática. Tal como puede observarse, dF tiene siem- 
pre el sentido de la normal positiva, es decir, tiene siempre tendencia a empujar a los 
elementos de superficie hacia el exterior (que es donde el campo no es nulo). La presión 
electrostática coincide con la densidad de energía y ello no es casualidad. En efecto, con- 
sideremos un conductor cargado en equilibrio y uno de sus elementos de superficie dS 
(Figura 4.6). Imaginemos que, bajo la acción de las fuerzas de presión, dicho elemento 
efectúe un pequeño desplazamiento virtual x. Si es p la presión electrostática, p dS 
será la fuerza que actúa sobre el elemento. El 
trabajo realizado por la fuerza en el despla- 
zamiento x será pdSx . Según el princi- 
pio de conservación de la energía, este tra- 
bajo debe realizarse a expensas de la energía 
del campo. Sea dW/dr” la densidad de ener- 
gía. Al ocupar dS la nueva posición, los 
puntos de la región sombreada pasan a tener 
un campo nulo por pasar a ser puntos inte- 
Figura 4.6 riores a un conductor en equilibrio. Es decir, 

la energía almacenada en el campo corres- 
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pondiente a dicha región pasará también a ser nula, no siéndolo antes del desplaza- 
miento. La disminución de la energía electrostática del sistema será, pues, 


dW 
dv dS x 
Luego, 
pdSx = M dS x 
de donde 
_ W 
P = gr 


Con esta demostración, queda comprobado que la presión electrostática coincide con la 


; 1 : 
densidad de energía. Además, como  p=>€, E? , queda comprobado también que la 

: f : dW 1 
densidad de energía del campo eléctrico vale gr = 5€, E? . Es de señalar que a este 
resultado se ha llegado a través de un razonamiento puramente local, mientras que con 
anterioridad lo habíamos obtenido extendiendo nuestros razonamientos a un volumen 
infinito. También podemos concluir que para determinar fuerzas sobre conductores se 
puede siempre recurrir al método de los trabajos virtuales. 


4.4. Capacidad de un conductor aislado 


Consideremos un conductor cualquiera en equilibrio e infinitamente alejado de cual- 
quier conductor o carga. Sea Q la carga repartida sobre su superficie y © la función densi- 
dad superficial de carga definida sobre aquélla. El conductor crea, en todo punto del es- 


pacio, un campo eléctrico E. Esto hace que para traer la unidad positiva de carga desde el 
infinito hasta el conductor sea necesario realizar un trabajo contra las fuerzas del campo. 
Este trabajo es numéricamente igual al potencial V del conductor. Si multiplicamos por 
n la carga de éste, se multiplica por n la densidad superficial de carga en todo punto (n 
0). Por ello, el campo eléctrico en todo punto del espacio quedará multiplicado por n, 


> 

(n E). A consecuencia de ello, quedará también multiplicado por n el trabajo necesario 
para traer la unidad positiva de carga desde el infinito hasta el conductor; esto es, el po- 
tencial de éste. Así: 


> > 
Q>ro>E>YV nQ > no > nE > nV 


La carga y el potencial de un conductor en equilibrio son, pues, magnitudes proporcio- 
nales. Para el conductor, el cociente de ambas es una constante que recibe el nombre de 
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capacidad del conductor aislado 


Q 
C= y 


Esta constante es, en rigor, función exclusiva de la geometría del conductor. En el SI se 
mide en farad (F). Es decir, 1 F es la capacidad de un conductor tal que cuando recibe una 
carga de 1 C adquiere el potencial de 1 V. El farad es una unidad de capacidad muy 
grande. Démonos cuenta de que el potencial que un conductor esférico de radio R crea 
en los puntos de su superficie es, según sabemos, 


Q 1 
V= Zne, R 


<IO 


Su capacidad, pues, sería C = y = 41€,¿R y para que fuese C=1F debería ser 


R = Do EAS = 9 x 10? m 
Å T Eo 


¡sería una esfera enorme!. Por ello, suelen utilizarse submúltiplos tales como: 


10F 


microfarad (F): 1 uF 


10°F 


nanofarad (nF):  1nF 


picofarad (pF): 1pF = 1012F 


4.5. Inducción o influencia electrostática 


Vamos a describir algunas experiencias en las que se ponen de manifiesto los fenóme- 
nos que dan título al presente apartado. Consideremos un conductor C inicialmente 
neutro. Si dicho conductor se halla solo y descargado, la o correspondiente a un punto 
cualquiera de su superficie será nula. Si le acercamos un cuerpo Á cargado positiva- 
mente (Figura 4.7), los electrones libres de C experimentarán fuerzas atractivas debido a 
la presencia de A, por lo que tenderán a acer- 

carse a éste todo lo posible. Entonces, el 


cuerpo C alcanzará un nuevo estado de equi- A 
librio en el que podemos distinguir tres re- 
giones: En el extremo de la izquierda, apa- 


rece un exceso de electrones libres que han 
llegado procedentes de regiones situadas más 
a la derecha. Por tanto, en él habrá un exceso , , a 
de carga negativa. En la región central, ha Figura 4.7 Influencia electrostática. 
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habido electrones que han emigrado 

hacia la izquierda pero que han sido 

sustituidos por otros procedentes de re- A 
giones situadas más a la derecha, por lo 

que sigue manteniéndose la compensa- A 
ción de cargas. En cambio, del extremo 

de la derecha han partido electrones O 
que no han sido sustituidos por otros. 

En dicha zona de C se producirá un de- 

fecto de electrones, lo que equivale a un 

exceso de cargas positivas. Si quisiéra- Figura 4.8 

mos comprobar experimentalmente 

esto último, bastaría acercar la bolita 

cargada positivamente de un péndulo (Figura 4.8). Observaríamos que es repelida por 
las cargas acumuladas en la parte derecha. 


En el nuevo estado, la carga total de C sigue siendo nula, aunque ahora, a diferencia de 
lo que sucedía antes, la función o no es nula en todo punto. Cualquier electrón libre de 
C estará en equilibrio bajo la acción de las fuerzas atractivas que le ejercen las cargas po- 
sitivas y las fuerzas de rechazo ejercidas por los otros electrones. 


Imaginemos ahora que conectamos el 
conductor C a tierra, siempre en presencia 
de A (Figura 4.9). Electrones libres de la 
Tierra subirán atraídos por las cargas posi- © 
tivas que serán neutralizadas, al menos en 

parte. El conductor C perderá carga posi- 

tiva y si antes era neutro, cuando lo des- 

conectemos de la Tierra y alejemos A, 

quedará cargado negativamente. Se dice, 

entonces, que C ha sido cargado por in- 

fluencia o por inducción electrostática. De Figura 4.9 Electrización por influencia. 
hecho, los fenómenos de inducción cons- 

tituyen la base de funcionamiento del 

electroscopio, que es un instrumento que, convenientemente calibrado, puede permi- 
tirnos medir el módulo de la carga eléctrica de un cuerpo. Vamos a describirlo: Consta 
de un conductor C de forma apropiada prolongado por una varilla metálica T que lleva 
adosada una lámina delgada L articulada a T (Figura 4.10). Dicha lámina suele ser un 
pan de oro. Si acercamos a C un cuerpo K cargado positivamente, los electrones libres de 
C, T y L, atraídos por las fuerzas eléctricas que les ejercen las cargas positivas de K, tien- 
den a acumularse en las regiones más cercanas a K. En C se produce una acumulación 
de carga negativa. En el extremo inferior de T y en L se producen acumulaciones de car- 
gas positivas. Estas se repelerán, con lo que la lámina L detectará la presencia de K sepa- 
rándose de su posición vertical. Cuanto mayor sea la carga de K, mayor será la acumula- 
ción de carga de signo contrario en C, mayor será la acumulación de carga de igual signo 
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en T y L, mayor la fuerza de repulsión entre T y L y por tanto, mayor será la separación 
de la lámina respecto a su posición vertical. Es obvio, pues, que si se calibra el instru- 
mento, podrán medirse con él cargas eléctricas aunque sin especificar su signo. 


Imaginemos que el cuer- 
po C es un cilindro con- 
K ductor hueco. Si frota- 
mos una barra de vidrio 
y la introducimos en el 
cilindro sin tocar las pa- 
redes, en éstas se produ- 
cirá acumulación de car- 
ga negativa, por lo que 
en T y L aparecerá carga 
positiva. La lámina se 
separará de su posición 


+ 
vertical. Si introdujéra- + pi 
Figura 4.10 Electroscopio. mos también el trapo "RL 
con el que se frotó la ba- 
rra, sin tocar las paredes, Figura 4.11 


observaríamos que la lámina L volvería a su posición ver- 

tical, lo que indicaría que era nula la carga interior al elec- 

troscopio. El electroscopio descrito recibe el nombre de electroscopio de influencia total y 
el experimento efectuado constituye una buena comprobación del principio de conser- 
vación de la carga. 


4.6. Teorema de los elementos correspondientes 


Los fenómenos de influencia 
vienen regidos por determina- 
das leyes. Una de ellas es la que 
vamos a demostrar y enunciar a 
continuación. Consideremos 
dos conductores cargados, en 
equilibrio, en presencia uno de 
otro y sean © y O” las funciones 
densidad de carga que les corres- 
ponden. Tomemos un elemen- 
to de superficie dS del conduc- 
tor de la izquierda. Las líneas de 
fuerza que pasan por los puntos 
del contorno de dS definen un 
tubo de fuerzas. Este podrá in- 
terceptar en el otro conductor Figura 4.12 Elementos correspondientes. 
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un elemento de superficie dS’. Consideremos ahora la superficie cerrada constituida por 
las paredes del tubo de fuerzas y por dos superficies en forma de bolsa B y B’ interiores a 
los conductores. Según el teorema de Gauss, el flujo saliente a través de dicha superficie 
debe ser igual a la carga que contiene en su interior dividida por £, Así, pues: 


odS + o dS 


Da + Oy + 0, = a 


O 


Ahora bien, el flujo total es nulo por serlo cada uno de los tres términos antes mencio- 
nados, ya que 
D¿=0 


por ser nulo el campo en los puntos interiores a un conductor en equilibrio. 
De: = 0 


por la misma razón y 


por ser T la superficie de un tubo de fuerzas y ser tangente a ella el campo. Así pues, será: 
odS = -ø d9 


Los elementos dS y dS” interceptados por un mismo tubo de fuerzas reciben el nombre 
de elementos correspondientes. De lo anterior, se desprende que las cargas de dos ele- 
mentos correspondientes son de igual valor absoluto y de signo contrario. (Teorema de 
los elementos correspondientes). 


4.7. Influencia total. Condensadores 


Diremos que dos conductores se ejercen in- 
fluencia total cuando toda línea de fuerza 
que sale de uno de ellos va a parar al otro. 
Un sistema de dos conductores que se ejer- 
zan influencia total recibe el nombre de con- 
densador y los conductores se denominan 
armaduras. 


Consideremos un condensador cualquiera, 
como el de la Figura 4.13 y que cargamos la 
armadura interior con una carga +Q. Del te- 
orema de los elementos correspondientes se 
desprende que las cargas de las caras enfren- 
tadas de los conductores 1 y 2 son opuestas. Figura 4.13 Condensador. 
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Si Q es positiva, V} > V, y llamaremos capacidad del condensador al cociente entre la 
carga de la armadura positiva y la diferencia de potencial V, — V, existente entre las 
armaduras. Así, pues, 


Cey 
V, - V, 


También es función de la geometría del sistema, cosa que comprobaremos mediante los 
tres ejemplos que daremos a continuación. 


4.7.1. Capacidad de un condensador plano 


El condensador plano está constituido por 
dos armaduras planas y paralelas de di- 
mensiones transversales iguales y mucho 
mayores que la distancia que las separa. Si 
ello es así, prácticamente todas las líneas 
de fuerza que salgan de una armadura 
irán a parar a la otra sin que existan fugas 
(ver Figura 4.14). El campo entre armadu- 
ras (si se desprecian los efectos de bordes) 
es uniforme y perpendicular a ellas. Su 
módulo será 


6 Q 
E =z — = 

E, S e, 

Así, pues, 
Qd 
V¡-Vo=V=Ed= Se 
luego 
Q Q eS 
S £ 


Podemos ver, pues, que la capacidad del condensador plano depende sólo de los paráme- 
tros que fijan la configuración geométrica del sistema (aparte de £). 


4.7.2. Condensador esférico 


Un condensador esférico está constituido por un conductor esférico situado en el inte- 
rior de otro conductor hueco cuya cara interna sea una superficie esférica concéntrica 
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con el primer conductor. En la Figura 4.15 
dichos conductores son las armaduras 1 y 2. 
Dando una carga +0 a la armadura 1, apare- 
cerá en la cara interior de 2 una carga —Q y el 
campo entre ambas armaduras será, por ra- 
zón de simetría, radial y de módulo 


Q 1 


E = fre, r2 


según se deduce al aplicar el teorema de ; 
Gauss a la superficie esférica de radio r. Es Figura 4.15 Condensador esférico. 
decir, el mismo que si toda la carga Q estu- 

viera concentrada en el centro de la esfera. 

La diferencia de potencial entre armaduras será: 


R, 
Q ar 


Ane, rÊ 


V, - Va = V =- : 
o 
2 


R 


siendo R, el radio de la armadura 1 y R, el interno de la armadura 2 luego, 


vecs pp Lu 
4re | Ri R3 
y la capacidad 
c-2,__0Q  _ 4xeÓRR 
v otai 1 Raani 
Anes | R R, 


vemos que es proporcional a e, y depende de la geometría del sistema. 


4.7.3. Condensador cilíndrico 


Un condensador cilíndrico está constituido por dos armaduras cilíndricas coaxiales. La 
simetría axial del sistema hace que en todo punto entre las armaduras el campo sea 
normal a ellas, al menos en los puntos no muy próximos a los bordes. Prescindiendo de 
la perturbación en estos puntos, podemos considerar que en la superficie de un cilindro 
de radio r, intermedio entre los radios R, y R, de las armaduras, y altura h, el campo es 


normal a la superficie lateral en todos sus puntos y de igual módulo. En las bases, el 
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campo es tangente a ellas y tomando dicho 
cilindro como superficie de Gauss, tendre- 
mos flujo saliente nulo a través de las bases 
mientras que en la superficie lateral, cuya 
áreaes 2xrh, el flujo será 2x rhE. El 
teorema de Gauss nos permite entonces es- 
cribir 


Q 
E2xrfh = E, 
o sea Figura 4.16 Condensador cilíndrico 
(en sección). 
e 1 
E= 37% Eo hr 
y la diferencia de potencial entre armaduras será: 
R 
1 R 
w- =v=-Í Q da Z _Q_ n2 
A, 2xr€e¿h r 2xe,h R 
y la capacidad será 
a E Areh Z Cc _ 2n 
V Ro h R, 
In In—£ 
R, R, 


Las ecuaciones que dan la capacidad de los condensadores plano, esférico y cilíndrico 
constituyen sendas comprobaciones de la afirmación hecha de que la capacidad, aparte 
de la permitividad, sólo depende de los parámetros que fijan la configuración geomé- 
trica del sistema. Por otra parte, ponen de manifiesto que £, tiene por dimensiones las 
de una capacidad dividida por una longitud. Por esto, su unidad SI es el farad/metro 


(F/m). 


4.8. Energía almacenada en un condensador cargado 


Consideremos un condensador cualquiera, que simbolizaremos mediante dos trazos pa- 
ralelos. Para cargarlo, deberemos, mediante un cierto dispositivo, bombear electrones de 
una armadura y llevarlos a la otra. Entonces, la primera armadura se irá cargando posi- 
tivamente y su potencial aumentará, mientras la segunda se carga negativamente y 
disminuye su potencial. La situación equivale a considerar que sacamos cargas positivas 
de la segunda armadura (la que se carga negativamente) y las llevamos a la armadura 
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positiva. En un instante intermedio t del proceso de carga será v la diferencia de poten- 
cial existente entre las armaduras y q la carga de la armadura positiva. Si entre los ins- 
tantes ty t + dt circula una carga dq de la armadura negativa a la positiva, el agente ex- 
terior que provoca su circulación deberá entregarle una energía 


dW = (v, -Yp) dq = v dq -4% 


Así pues, esta es la energía suministrada al condensador cuando su carga ha variado en 
dq. Para obtener la energía suministrada en todo el proceso de carga, esto es, cuando la 
carga pasa de 0 a Q, habrá que sumar todas las energías dW con lo que, finalmente, 


a 1 Q? 
W = f dq = =- — (4.3) 
o C 2 C 
Como Q=CV, será: 
1 2 1 
W=>3CVW =>350QY (4.4) 


Las ecuaciones (4.3) y (4.4) son equivalentes. Esta energía entregada al condensador a lo 
largo del proceso de carga queda almacenada en el campo eléctrico existente entre sus 
armaduras. Puede recuperarse provocando la descarga del condensador (a través de una 
resistencia, por ejemplo). 


4.9. Asociación de condensadores 
Asociación en serie 


Diremos que varios condensadores están asociados en serie cuando se unen entre si las 
armaduras de la manera que se indica en la Figura 4,17. 


Vamos a ver que cuando se cargan conden- 

sadores asociados en serie, todos ellos ad- -l = 
quieren cargas iguales, tanto si estaban car- 
gados previamente, como si no lo estaban. 
Es decir, al conectar en serie varios conden- 
sadores, todos experimentarán la misma 
variación de carga. Supongamos que tres 
condensadores de capacidades respectivas 
C., Co, Cy, tienen cargas Q,, Q, Q y que se 
asocian en serie (Figura 4.18). Si la arma- 
dura positiva del primero pierde una carga q, le quedará Q, — q . Como existe influencia 


V 


Figura 4.17 Condensadores en serie. 
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%. 


total, la armadura negativa quedará con 2 


Cr. Cs E 
-Q, + q; la armadura positiva del se- q ¡e + t Y E 
gundo queda entonces con Q, -q pues k HA = 

al permanecer aislado el conjunto de ps pe $ t $ b 
dos conductores formado por la arma- F 7 q 
dura negativa del primero y la positiva v 


del segundo, la carga total de dicho con- 

junto debe permanecer constante. Ra- 

zonando de igual manera, resulta que Figura 4.18 

la carga del tercero será Q, - q. Así Carga de una serie de condensadores. 
pues, todos ellos ven alterada su carga 

en la misma cantidad q cuando se car- 

gan en serie. 


C: C2 Ca 

+, +, +, 
Consideremos el caso en que estuvie- — 7 He IN E 
ran inicialmente descargados. Al cargar +44 +a +q4 
la serie, la situación será la represen- 


tada en la Figura 4.19. 


Figura 4.19 
De la definición de capacidad, resulta: 
Va= Va = o, (4.5) 
Va - Vo = o, (4.6) 
Vo -Ve = o; (4.7) 


En estas ecuaciones vemos que el condensador de menor capacidad será el que deba so- 
portar la mayor diferencia de potencial entre sus armaduras. 


Sumando las ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.7), resulta: 


Por tanto, si se quisiera mantener entre A y E la misma diferencia de potencial sustitu- 
yendo los tres condensadores por uno solo cuya carga sea igual a la de cada uno de los 
tres anteriores, su capacidad Coq deberá cumplir 


1 1 1 
=g tC tE (4.8) 
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Llamaremos condensador equivalente de una asociación serie de condensadores a uno 
que al aplicarle una diferencia de potencial igual a la existente entre los extremos de la 
asociación adquiera una carga igual a la de cada uno de los miembros de la asociación. 
Así las cosas, la ecuación (4.8) determina la capacidad que debe tener el condensador 
equivalente de una asociación serie de tres condensadores. En el caso de haber un nú- 
mero cualquiera de condensadores asociados en serie, se tendría 


1 > ] 1 
iS a (4.8 bis) 
Coq C, 


La energía acumulada en cada uno de los condensadores en serie será 


1 ql 
EEE: 


y la total 


1 1_19 
uy -=Yu-=-ie -jd 


j i i eq 


que es la misma que la del condensador equivalente. 


Asociación en paralelo 


Diremos que varios condensadores están 
asociados en paralelo si llevamos a un punto 
A una armadura de cada condensador y las 
otras se llevan a otro punto B. 


En la Figura 4.20 se ha esquematizado la aso- 
ciación en paralelo de tres condensadores de 
capacidades respectivas C,, C3 y C}. 


Como vemos, en esta asociación, todos los 
condensadores se hallan sometidos a la 
misma diferencia de potencial 


V = (V,— Va) 


Las cargas respectivas de los condensadores Figura 4.20 
serán: Condensadores en paralelo. 
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Q, = Cy Va- Va) 
Q, = C, (Va - Vp) 
Q, = C, (Va - Vp) 


Sumando las tres ecuaciones, queda: 
Za = Q= V-V) ÈC; 


Llamaremos condensador equivalente de una asociación paralelo a uno tal que al apli- 
carle la misma diferencia de potencial que a los extremos de la asociación adquiere una 
carga igual a la suma de las cargas de los condensadores asociados. Así pues, la capacidad 
del condensador equivalente a una asociación en paralelo deberá cumplir: 


Cog = 2, C, (4.9) 


La energía acumulada en cada condensador vale 


1 
U, = 5 G Va- yB? (i = 1,2, n) 


y la total acumulada es 


U = ÈU = 


Por tanto, la energía almacenada en una asociación de condensadores en paralelo es 
igual a la que almacenaría el condensador equivalente al aplicarle la misma diferencia 
de potencial. 


1 
V-B)? ÈC = 5 Cog (Va Val (4.10) 


N| 


4.10. Sistemas de N conductores en equilibrio electrostático 


En el presente tema se va a establecer la relación existente entre las cargas y los potencia- 
les de los conductores de un sistema en equilibrio. Para empezar, consideraremos un es- 
tado de equilibrio muy particular de un sistema de N conductores entre los que se en- 
cuentra la Tierra. Supondremos que todos los conductores están descargados y demos- 
traremos que, en estas condiciones, ningún conductor puede estar a potencial más alto 
o más bajo que otro. Todos deben tener el potencial de la Tierra, el cual se tomará como 
cero de potencial. Como en las regiones del espacio entre conductores no hay cargas, no 
existirán en ellas ni máximos ni mínimos de potencial, por lo que todos los puntos del 
espacio se hallarán a un mismo potencial (el 0 de la Tierra). Vamos a razonarlo por re- 
ducción al absurdo. 
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Sean los conductores K4, K,,..., Ky entre 
los cuales se encuentra la Tierra, todos 
ellos con carga nula. Supongamos que 
K, tiene el potencial más alto. De él sal- 
drán, entonces, líneas de fuerza pues el 
campo siempre se dirige hacia los poten- 
ciales más bajos. Sea Y una superficie 
cerrada, muy próxima a K (Figura 4.21); 
el flujo D, a través de È será saliente y 
por tanto, positivo. El teorema de Gauss 
nos dice, entonces, que la carga de K, ha 
de ser positiva, contra la hipótesis. Figura 4.21 
Luego, bajo las condiciones especificadas 

al principio, ningún conductor puede 

tener su potencial más alto que el resto. 


Supongamos ahora que Ky tenga el po- 
tencial más bajo. A él llegarán líneas de 
fuerza (Figura 4.22). Si Y,” es arbitraria- 
mente próxima a Ky, el flujo a través de 
È sería entrante (negativo) y la carga de 
Ky debería ser negativa, contra la hipóte- 
sis. Si todos los conductores están des- 
cargados, ninguno puede tener un po- 
tencial inferior al resto. Todos los con- 
ductores del sistema están al potencial 0 
de la Tierra. Como en el espacio entre 
conductores no hay cargas, el potencial 
no puede presentar ni máximos ni mí- 
nimos por lo que todos los puntos del 
espacio estarán a un mismo potencial 
(0). El campo eléctrico será nulo en todo 
punto y en particular, sobre las superfi- 
cies de los conductores. De ello se deduce que, como 


Figura 4.22 


Es = o(P)/2; 


para todo punto P de las superficies de los conductores, o(P) = 0 en todo punto de di- 
chas superficies. Así pues, si un sistema de conductores en equilibrio cumple la condi- 
ción 


deberá cumplirse también que 
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1=Voa=..=WVy=0 y que a(P) = 0 
en todo punto de las superficies de los conductores. 


Caso general. Sean los conductores Ky Kos- Ky entre los cuales está la Tierra y sean sus 
cargas respectivas Qy Qoru Qy y sus potenciales Vi Vores Vy: Si es o(P) la función den- 
sidad superficial de carga definida para todo punto de las superficies de los conductores, 
esta función deberá cumplir: 


Qj = fo) d$; (4.11) 


y además 


Vis 1 o(P) dS 
j ÅRE s r 


siendo dS un elemento cualquiera de la superficie S que es la reunión de todas las su- 
perficies de los conductores y r la distancia de dS a un punto del conductor K; 


(4.12) 


$ 
Sea Q = (Q,, Q3... Qy) un elemento de un espacio vectorial de n dimensiones (espacio 


> 
de las cargas) cuya base será la canónica y sea V = (V4, Vo,..., Vp) un elemento de otro 


espacio vectorial n dimensional (espacio de los potenciales) cuya base será también la 
canónica. 


> > 
La aplicación que a toda función o(P) le asocia un elemento Q: «(P) —> Q es lineal se- 
gún (4.11) pues las o(P) y las Q; están relacionadas a través de una integral. Asimismo, la 


9 
aplicación que a todo V le asocia una o(P) sería también lineal según (4.12). Por tanto, la 
aplicación compuesta de las dos, 


> > 
V => oP) >Q 


será también lineal y de núcleo nulo puesto que, tal como se ha visto, cuando todos los 
conductores están al potencial de la Tierra las cargas son nulas y además o(P) es nula 


> > 
para todo punto. Luego, la aplicación V — Q es lineal e inyectiva. A todo elemento 
del espacio de los potenciales le corresponde un elemento del espacio de las cargas y uno 


> > 
sólo. La aplicación inversa Q — V también existe y es lineal e inyectiva; esto es, a 
todo elemento del espacio de las cargas le corresponde un elemento del espacio de los 


> > 
potenciales y uno sólo. La matriz de la aplicación lineal V — Q, en las bases escogi- 
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das, es una matriz nxn que recibe el nombre de matriz capacidad del sistema de con- 


> > 
ductores. Así pues, podemos escribir: Q=CV siendo C la matriz capacidad. En forma 
matricial queda: 


Q; C, 1 C, 2 Cm Y, 
Q, Cay Cao Con Va 
A Cm Cra Cyn VWN 


Los coeficientes C; de la diagonal son los llamados coeficientes de capacidad de los con- 
ductores K; en presencia de los demás. Los coeficientes C, son los coeficientes de influen- 
cia (del conductor K; sobre el K). Veremos, más adelante, que Ci = Ci y que, en conse- 
cuencia, la matriz capacidad es simétrica. Los coeficientes no dependen ni de las cargas 
ni de los potenciales de los conductores del sistema, sino sólo de la geometría de éste. 
4.11. Propiedades de los coeficientes de capacidad y de influencia 

1° Los coeficientes de capacidad son siempre positivos 


Supongamos que el sistema se halla en un estado de equilibrio en el cual todos los po- 
tenciales son nulos excepto el de K4 que es positivo. 


Kj; Ko»... Ky 
V4» O,- O (V, > 0) 


La relación entre cargas y potenciales es: 


Q; Ca, Cm Y, 
Q, A Co Con 0 
Q C C 
N N1 NN 3 Figura 4.23 
O sea: 


Q, = Ca, Vi Q, = Cz V; On = ¡en V, 
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luego, si el potencial V, es positivo, de K, saldrán líneas de fuerza y por el teorema de 
Gauss, deberá ser Q} > 0 y por lo tanto, C¿¿ > 0. Lo mismo podríamos haber demos- 
trado para los restantes C, . 


2* Los coeficientes de influencia son todos negativos 


En efecto, como de K, salen líneas de fuerza, a los otros conductores que están a poten- 
ciales más bajos llegarán líneas de fuerza, por tanto, Q,, Qr- An serán negativas. 
Siendo V,>0, resultarán negativos Cy, C347., yy - Esta demostración vale tam- 
bién para los Ci restantes. 


Como pueden existir líneas de fuerza que, saliendo de K,, vayan a parar al infinito, será: 


Q; 2 21o l (j = 2,3,..., N) 
pero 

Q = CV, 
luego 

Q > 2 |C | V, (j = 2,3,..., N) 
o sea 

Ci Ya = E1C; 1 V, (j = 2,3,....N) 
de donde 

Cu 2 Èi Ci | (j = 2,3,..., N) 
En general, 

C; 2 Y |C, | (1% j) (4.13) 


J 


El coeficiente de capacidad del conductor K; es mayor o igual que la suma de los valores 
absolutos de los coeficientes de influencia del conductor K; sobre los restantes. 


Caso de dos conductores que se ejercen influencia total 


En este caso, 
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C 
C 


12 1 


22 V2 


Para calcular los coeficientes, podemos considerar los estados de equilibrio que desee- 
mos, puesto que los C; y los C son independientes de dichos estados. Por ejemplo, su- 


pongamos que V,>0 y V,=0 (Figura 4.24). Será: 


de donde: 


Q; = C. Vi 


Figura 4.24 


Q, = Cz V4 


Si el conductor 2 está a tierra, la carga de 
su cara externa debe ser nula, por lo que 
Q, = -Q, luego 


= C44 Vy = Ca V; 
de lo que se deduce que 
Ca = -C4 (4.14) 


Si fuese Vi = Va , en el espacio entre 
conductores el potencial no puede ser ni 
máximo ni mínimo, por lo que será 
iguala V,=V,. El campo eléctrico en 
todo punto del espacio entre conductores 
es nulo y por tanto 


Q, = (Cy + Ci) Vy = 0 


Ci: = =Cio (4.15) 


Combinando las igualdades (4.14) y (4.15), resulta: 


Cip = Ca 


(4.16) 


lo que comprueba el carácter simétrico de la matriz capacidad. 


Por otra parte, si está cargado el conductor 2, su carga se hallará sobre su superficie ex- 
terna y el sistema se comportará como un conductor único de capacidad C*=QV, y 


como 


O, = (Co, + Coo) V3 


yo Ra 


Cc! 
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resulta entonces que 
Co = C-C 


Así pues, si hacemos C,,=C, la matriz capacidad queda en la forma: 
C -C 
-C C+C 

en el caso de dos conductores que se ejercen influencia total. 


4.12. Teorema de reciprocidad de Green 


Consideremos un sistema de N conductores K4, K,,..., Ky y dos estados de equilibrio po- 
sibles: 


Ky Ka- Ky Ki Ka- KN 
E o RE o E O PE a (E o 
Vas Va- Vy Was 


Sean o(P) y o'(P) las dos funciones densidad superficial de carga definidas sobre las 
superficies de los conductores y que corresponden a los dos estados de equilibrio. 


En el primer estado de equilibrio, el potencial que en Ki crea el sistema es: 


vo It |oo (Ss = US, ) G= 1,2. j... N) 
J ARE S r 


donde rj es la distancia de dS; a un punto arbitrario sobre K; En el segundo estado de 
equilibrio, 


Q = | as 
J j J 


Multiplicando esta cantidad por la Vi anterior queda: 


1 c'(P) o(P) dS, dS 
A e 
T 
o $ S 


y sumando para todos los valores de ” j” tenemos: 
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5 1 y o'(P) oP) dS, dS 
e Y j Ane OS 
A O j S; S 


y como este segundo miembro es totalmente simétrico para las cantidades con y sin 
acento, será 


y ef Vi = y Q; v‘ (Green) (4.17) 
j j 


Consideremos ahora que los dos estados de equilibrio sean: 


Vi. 0, 0, nn 0 0, Vz. 0, F 0 
C41V1 , C31V4 po a Cnu1Vy CioWa , CaoVoa Er o CuaVoa 
resulta: 


C21 Vi Va = C42 Va V, 

de donde 
C12 = Car 

El coeficiente de influencia del conductor K, sobre el K, es igual al coeficiente de in- 
fluencia del conductor K, sobre el K, y recibe el nombre de coeficiente de influencia mu- 
tua de ambos conductores en presencia de los demás. 
Esta misma propiedad podría haberse demostrado para C, considerando un estado de 
equilibrio en el que K; tiene un potencial V| y el resto de conductores potencial O y otro 
estado en el que Kj tiene un potencial Vi y el resto potencial 0. Así, llegaríamos a 


Ci = Ci (4.18) 


con lo que quedaría demostrada la simetría de la matriz capacidad. 


4.13. Coeficientes de potencial 


Multiplicando los dos miembros de la ecuación matricial 
[a] = [c] [v] 


por [c] zi tendremos 
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-1 
[v] = [c] [a] 
y los elementos de [C] T1 son los llamados coeficientes de potencial. Mediante un ra- 


zonamiento análogo al empleado con los coeficientes Ci podemos demostrar la simetría 
1 
de [C] . 
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Capítulo 5. Dieléctricos 


5.1. Dipolo eléctrico 


Como cuestión previa al estudio de los dieléctricos, trataremos el problema del dipolo 
eléctrico que, según veremos, da cuenta de la distribución de carga que se presenta en los 
materiales dieléctricos. En síntesis, un dipolo eléctrico está constituido por una carga 
puntual +Q yotra -Q separadas por una distancia s que es pequeña frente a la exis- 
tente entre el dipolo y el punto donde se desea calcular el campo o el potencial creado 
por dicho dipolo. 


En la Figura 5.1 puede verse el esquema 
del dipolo que nos ayudará a calcular el 
potencial que crea en un punto P(r, 8). 


P(r, 0) 


Tomaremos como origen de coordenadas - 
esféricas el punto medio del segmento ña ; 
(+Q, -Q). Como el dipolo establece un eje 5 fa 
en torno al cual habrá simetría, bastará es- sF g 

tudiar los fenómenos en un plano meri- 2 

diano y los fenómenos en un punto cual- Es 


quiera del espacio podrán obtenerse ha- 
ciendo girar dicho plano meridiano alre- 
dedor del eje de simetría mencionado y Figura 5.1 Dipolo eléctrico. 

por ello, bastará considerar las coordena- 

das polares en el plano meridiano. Así las 

cosas, r será la distancia del punto medio del dipolo al punto P, mientras que ra Y Tp son 
las distancias a P de -Q y +Q, respectivamente. El ángulo polar € será el que formen las 
rectas (—Q, +Q) y OP. El potencial V creado en P es: 


aos El (5.1) 
4rTE, ho Fa 


siendo 
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Asimismo, 


Dividiendo ambas ecuaciones por r° queda: 
2 2 2 2 
r S r 
E = 1+ i + —cos0 y 2- =1+ ls 0000 
r 2r r r r 


Invirtiendo y extrayendo la raíz cuadrada resulta, en definitiva, 


1 1 
2 -3 2 T3 

Es mE 2 200000 y La (5, - cose 

Fa 2r r a 2r r 


Desde el primer momento se ha supuesto que s era pequeña frente a r. Por tanto, los 
términos en s/r serán muy inferiores a la unidad. En tal caso, los términos en s/r de gra- 
dos superiores al primero serán mucho menores. Las funciones r/r, son analíticas y por 


tanto, desarrollables en serie de potencias. Si se recuerda que: 


(+x? = 1+ nx+ E x? 4 20-102 x? + 


tendremos en nuestro caso: 


m 
—b 
PRA 
Jo 
NL 
| 
l 
o 
[e] 

D 
LEA E 
Hi 
-h 
l 
N|= 
o | 

NM 
Njo 
A 
N 
| 
10m 
Q 
© 
[72] 
D 
| CA | 
-+ 
Co | 
oy 
n] 
NAZAS 
| 
| 
o 
O 
[77] 
Bla i 
+ 


queda: 
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r r 
— — — = Žcosð (s? << r°) 
bh 
por lo que finalmente, 
1 1 S 
A a (s? << r°) (5.2) 
hb fa r 


El potencial creado por el dipolo en el punto P expresado en coordenadas polares (o esfé- 
ricas) es, pues, 


V = A cosÚ (s << rô) (5.3) 
4T E, Y 


Definamos ahora el momento dipolar como P(r. 0) 
> r 
un vector p cuyo módulo es Qs, cuya direc- 


ción es la de la recta que pasa por Q y -Q y 
cuyo sentido es el que va de -Q a +Q. 


oy 
4 


> > » 
Si r, es un versor que apunta del dipolo a P, 
entonces: 


Qscosg8 = p ar 
Figura 5.2 
y por lo tanto 


=>) 
' 


Yaasiin sS << r? (5.4) 
, 


Are r 


> 
p: 
T Eg 


El potencial de un dipolo disminuye con la distancia y es inversamente proporcional a 
r2 y no a r como en el caso del potencial creado por una carga puntual. 
El campo eléctrico en P puede determinarse a partir del gradiente del potencial: 

> > 

E = -VV 
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Como la expresión de V la tenemos en coordenadas esféricas, resultará conveniente ex- 
presar de igual manera las componentes del campo. Así, pues, en este tipo de coordena- 


das, 
fa ta 12 
or” r 3’ rsinó dy 
luego 
aV 1 2p i 
E =- — = = 8 5.5, 
i Sr Ane, 3 cos (5.5) 
1 3V 1 PpP 
= - - — = —— = sin 5.6, 
3 r3 4xE r a 
EE SEE- (5.7) 
$ rsin0 op 
El campo eléctrico, al no tener compo- LA >» 
nente acimutal, debe estar contenido en de 
el plano meridiano definido por el vec- r de 


tor P y el punto P. Obtener la ecuación 
de la familia de líneas de fuerza del p 
campo del dipolo no resulta compli- 
cado. Supongamos que la curva de la 
Figura 5.3 sea una de ellas. Al descom- 


> 
ponerla en elementos dl, deberá cum- Figura 5.3 
> > . 
plirse que E || di. Las componentes 


> > > 
de d! son (dr, rd6, 0). La condición de paralelismo entre E y dl equivale a imponer la 
condición de proporcionalidad de las componentes homólogas. Así, 


dr _ rdð En dr _ 2cos8d8 _ 2d(sin0) 


E Ep r sin6 sin8 


Integrando la ecuación diferencial resulta, finalmente, 
r = Asen?9 (5.8) 
Es la ecuación, en coordenadas polares, de la familia de líneas de fuerza del campo cre- 
ado por el dipolo. Hay que tener presente que la expresión obtenida es válida sólo si 
3 3 
s? e< r“, 
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5.2. Materiales dieléctricos 


Los dieléctricos se distinguen de los conductores 
por el hecho de que no contienen cargas libres que 
puedan moverse por todo su volumen. En un 
dieléctrico, las cargas están todas ligadas a los áto- 
mos o moléculas que lo constituyen y sólo pueden 
efectuar pequeños desplazamientos dentro de la 
molécula cuando sobre aquéllas actúa un campo 
eléctrico. En tal caso, las cargas positivas y negati- 
vas se desplazan en sentidos contrarios y cuando se 
produce este hecho, se dice que el dieléctrico se ha 
polarizado. Distinguiremos aquí dos clases de 
dieléctricos: los llamados polares y los no polares. 


> 
7 


Figura 5.4 


Los no polares contienen sólo moléculas en las que el centro de acción de las cargas posi- 
tivas coincide con el de las negativas. Imaginemos que sobre una molécula de este tipo 


=> 
actúa un campo eléctrico E. Bajo la acción del campo, se produce la separación de cargas 
de uno y otro signo (Figura 5.4), con lo que si asimilamos toda la carga positiva a una 
carga puntual +Q y toda la negativa a una -Q , la molécula se comportará como un 


dipolo y poseerá un momento dipolar inducido P no nulo de igual dirección y sentido 


En 
que E. Cada una de las moléculas creará su propio campo y un dieléctrico de estas carac- 
terísticas actuará como una auténtica distribución de dipolos. Esta poseerá un determi- 
nado momento dipolar no nulo por unidad de volumen, de carácter vectorial que podrá 
estar definido en todos los puntos del dieléctrico pudiendo variar de un punto a otro. 


Los dieléctricos polares están constituidos 
por moléculas en las que no coinciden los 
centros de acción de las cargas de uno y otro 
signo. Cada molécula es un dipolo (Figura 
5.5). La agitación térmica, en ausencia de 
campo eléctrico, hace que la orientación de 
dichos dipolos sea totalmente aleatoria. Al 


ser P vectorial, si sumamos todos los mo- 
mentos dipolares correspondientes a la uni- 
dad de volumen obtendremos el vector nulo 
para todo punto del dieléctrico. Entonces, si 
sobre un dieléctrico polar actúa un campo 
eléctrico, la acción de éste sobre una molé- 
cula se traducirá en un par de fuerzas que 


> 
F 


Figura 5.5 


tiende a orientar la molécula en la dirección del campo aplicado. Esto ocurre en todas las 
moléculas. La agitación térmica impedirá que el alineamiento de las moléculas sea total. 
Sin embargo, habrá un cierto alineamiento. En estas condiciones, el momento dipolar 
por unidad de volumen vendrá representado por un vector cuya dirección será la del 
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campo aplicado. Diremos que el dieléctrico polar se ha polarizado por orientación de sus 
moléculas. 
En lo que sigue y mientras no se diga otra cosa, sólo consideraremos dieléctricos no po- 


lares. Cuando sobre ellos actúa un campo E, se polarizan orientándose todos los dipolos 
moleculares en la dirección del campo. El cálculo del campo creado por los dipolos de 
un dieléctrico polarizado en un punto cualquiera del espacio deberá realizarse conside- 
rando el campo creado por cada uno de los dipolos individualmente y aplicando des- 
pués el principio de superposición. Para que dicho cálculo sea factible, deberemos definir 
correctamente una magnitud que desempeñe un papel similar al de p en las distribu- 
ciones de carga. Dicha magnitud tendrá carácter vectorial y recibe el nombre de polariza- 
ción eléctrica. 


5.3. Polarización eléctrica 


> 
La polarización eléctrica P es una función vectorial definida para todo punto M'(x”, y”, z’) 
de un dieléctrico y, por definición, es el momento dipolar por unidad de volumen exis- 
tente en dicho punto. Así pues, si consideramos un punto M'(x”, y”, z’) del dieléctrico, el 


— 
valor de P que corresponda al punto se calculará rodeando éste por un volumen pe- 


queño T’. Si es p el momento dipolar medio por molécula en t’ y es N el número de 
moléculas por unidad de volumen, será 


— 
P=NP 


Para que la definición sea correcta, 1” debe ser suficientemente grande para que sean des- 
preciables las fluctuaciones temporales y entre volúmenes contiguos y suficientemente 


pequeño para poder considerarlo infinitesimal. Es decir, si es Ap el momento eléctrico 


> ; 
de un volumen Ar’, el momento por unidad de volumen sería Ap/Art” ysi At lo consi- 
deramos suficientemente pequeño, podremos escribir 


> 
P =dp/dr' 
5.4. Campo eléctrico en un punto exterior a un dieléctrico polarizado 
creado por los dipolos de éste 


Consideremos un bloque qt’ de dieléctrico polarizado (Figura 5.6). En todo punto M'(X”, y”, 
—> 
z’) de t’ podemos definir un vector polarización P(x’, y”, z’). Si descomponemos qt’ en 


>) 
elementos dr”, cada uno de ellos será asimilable a un dipolo de momento P dt” . El po- 
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tencial creado por dt” en otro punto P si- 
tuado a una distancia r en la dirección y sen- 


> o 
tido de r, es equivalente al que crearía, en di- 


> 
cho punto, un dipolo de momento P dr”, 
esto es: 


El potencial creado en P por todos los dipo- 
los del bloque sería: 


> 
1 >r 1 > 11 
V= P.L dr = SES 5.9 
4 RE f, r? es 4re f, r) ai 


siendo V’ (9/0x', d/0y”, d/9Z”) el operador nabla calculado en M’. 


Figura 5.6 


Así pues, 


r 


7) E Gay? +27 >, 


1 SA 
y A -Pwy Hez] l 


La integral (5.9) puede descomponerse en dos si se utiliza la identidad 


> > 


-> > > > 
V-A(fA)=1W-A +A- Vf 


oO sea 
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o, lo que es lo mismo, 


1 P-n 1 V.P 
a N ds - EL de 
Ane POE: ATE eT 


La primera integral puede representar el potencial que crea una distribución superficial 


> > 
de carga o'=P.-n repartida sobre la superficie S’ que delimita el volumen t del 
dieléctrico. La segunda integral representa el potencial creado por una distribución espa- 


> > 
cial de carga de densidad p"=-—V-P repartida por el volumen t' del dieléctrico. 


Así pues, para calcular el potencial creado por los dipolos de un dieléctrico polarizado en 
un punto exterior a él, podemos sustituir el dieléctrico por las dos distribuciones de 
carga mencionadas, de densidades o” y p” Entonces, 


EA a pa P dr (5.10) 
ATE r 4re v! 


A o 


Las densidades o” y p’ reciben el nombre de densidades superficial y espacial, respecti- 
vamente, de carga ligada o de carga de polarización. 


A través de o” y p’ calculamos sólo el potencial creado por los dipolos del dieléctrico en 
un punto exterior a éste. El potencial total será el creado por los dipolos más el creado 
por las cargas exteriores al dieléctrico que han originado la polarización del mismo. 


Puede demostrarse que también es posible determinar el potencial o el campo creados 
por los dipolos del dieléctrico, en puntos interiores a éste, sustituyendo el dieléctrico por 
las distribuciones de carga de densidades ©’ y p’ . Así pues, para todo punto del espacio, 
el potencial total existente se expresa a través de la ecuación integral: 


Memo [EL + | 22 oe 
ATE r ATE r 
S O vr 


siendo S la reunión de las superficies en las que sean distintas de cero o bien o, o bien 
o”, o bien ambas; y t la reunión de los volúmenes en los cuales sean distintas de cero o 
bien p, o bien p”, o bien ambas. 
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5.5. Interpretación física de o” y p’ 


Consideremos un dieléctrico en pro- 


ceso de polarización y sea dê’ un vector 
representativo de una faceta interior al 
dieléctrico. Llamemos Q a la carga posi- 
tiva de cada molécula que se desplaza 


> 
bajo la acción de un campo eléctrico E . 
—Q será la carga negativa molecular que 


se desplaza en sentido contrario. Sea ES 

la separación media de +Q y -Q en la Figura 5.7 

molécula una vez finalizado el proceso 

de polarización. Trabajaremos en un 

sistema de referencia fijo en las cargas negativas. En dicho referencial, las cargas +Q de 


—+ 
cada molécula sufrirán un desplazamiento S. Las cargas que atravesarán dS’, a lo largo 


> 
del proceso de polarización, serán las contenidas en el paralelepípedo de aristas S 


> 
(Figura 5.7). Su volumen es S- dS y si es N el número de moléculas por unidad de vo- 
=> 
lumen, el número de cargas +Q interior al paralelepípedo será N S- dS. Luego, la 


carga dQ que atraviesa dS' será: 


> > > 
dQ =NQ3-dS' = NP -dS = P-dS' = P-n dS 


Si dS’ formara parte de la superficie del dieléctrico (Figura 5.8), la 
carga que la atravesara quedaría acumulada en un espesor del or- 
den de las dimensiones moleculares, esto es, sobre la propia su- 
perficie. De la anterior fórmula obtenida, se desprende que la 
densidad superficial de carga será: 


dQ 2 > 
d= gy = Pon 


Figura 5.8 Si suponemos que dS’ 
corresponde a una faceta 
que forma parte de una 

superficie cerrada S interior al dieléctrico (Fi- 
gura 5.9), la carga que escape a través de S hacia 
el exterior del volumen 1 encerrado por S será: 


> > > > 
Q, = P.dS = V.P dr 
S T 


Figura 5.9 
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Si la materia era neutra antes de iniciarse el proceso de polarización, la carga que debe 
quedar distribuida en el volumen t debe ser —Q, y 


>> 
-Q = - [9.8 00 = E dt’ 
T T 


> > 
de lo que se deduce que, para todo punto de t, p” = -V-P. 


Hemos demostrado, pues, que las densidades de carga o” y p’ no corresponden, en rea- 
lidad, a distribuciones de carga ficticias. Representan, ciertamente, las acumulaciones de 
carga que se producen en un dieléctrico cuando se polariza. 


5.6. Campo local 


Las expresiones integrales que nos proporcionan el potencial en presencia de dieléctricos 
no tienen utilidad práctica puesto que todavía no sabemos cómo calcular la polarización 
eléctrica o determinarla a partir de magnitudes mensurables tales como el campo eléc- 


> > 

trico. Sería, pues, interesante relacionar la polarización P con E. Para ello vamos a in- 
troducir el concepto de campo local. Llamaremos campo local al valor medio espacial y 
temporal del campo eléctrico que actúa sobre una molécula. Veamos qué representa. De 


>) 
hecho, para calcular E, deberíamos seguir el siguiente procedimiento: 


loc 
Imaginemos que se hace una sucesión de fotografías = 
instantáneas de las moléculas del interior del dieléc- Ejoc 

trico. Consideremos una molécula dada M. La primera AN 
foto nos permite, en teoría, calcular el campo que las 
restantes moléculas crean en el espacio ocupado por M. 
Determinemos el campo medio en ese espacio. 
Hagamos lo propio en la segunda fotografía. Lo único 
diferente será la distribución de las otras moléculas y 
claro está, el campo medio en el espacio ocupado por 
M. Operando igualmente con las fotos tercera, cuarta,..., 
n-sima,..., podremos determinar el campo medio espa- 
cial y temporal, en el espacio ocupado por M, creado 
por las restantes moléculas. Este es el llamado campo 
local. 


c 


Eloc 


Figura 5.10 
Por lo que acabamos de decir, el campo local no incluye 


el campo creado por la propia molécula que, debido a 
su sentido, se opondría parcialmente al campo local. En cambio, el campo macroscópico 
sí contiene el campo creado por la molécula. Así pues, cabe esperar que, en la mayoría de 
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=> 
los casos, el campo local tenga un módulo mayor que el campo macroscópico E (Figura 
5.10). Tal como se observa, el campo molecular se opone, en promedio, al campo local. 
Así pues, 


> > > > > 
Evo = E - Emol y Eve) > IE] 
> > -> 
De hecho, la relación entre E y Eç sólo podremos establecerla si conocemos E moj; ~ el 
cual dependerá de la forma de la molécula. Si consideramos moléculas esféricas, puede 


demostrarse que el valor medio del campo molecular es -p /(4re,R3) , siendo Pp el 
momento dipolar de la molécula y R su radio. En tal caso, 


> > -> 
> > > > 
Ev = E + — z Eto. =E+t3 a 
41 ER Eo Tm Eo Tm 


donde Tp es el volumen de una molécula y N el número de moléculas por unidad de 


volumen. Si suponemos que todas las moléculas recubren completamente el espacio de 
que disponen, será N1T, =1 yentonces: 


Considerar que las moléculas ocupan totalmente el espacio no será exacto si son esféri- 
cas pero, en primera aproximación, podemos admitir que: 


> 
P 


> > 
En + E+3 (5.11) 
A pesar de las aproximaciones realizadas, la anterior ecuación predice bien el compor- 
tamiento dieléctrico de muchas substancias. Para que nuestra teoría se cumpla, no será 


imprescindible que la relación entre el campo local y el macroscópico sea la (5.11). 
Bastará que 


— 
bP 


Eo 


mi 


> 
w = E+ 
siendo b una constante que dependerá de las características del dieléctrico. 


En el caso de dieléctricos constituidos por varios tipos de moléculas, será: 


> > > > 
P = NyPy + NP + NP +... 
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siendo N| el número de moléculas por unidad de volumen cuyo momento dipolar sea 


> 
p; y seguirá siendo válido todo lo anteriormente dicho. 


5.7. Susceptibilidad eléctrica 


> > 
Estamos ya en disposición de determinar la relación existente entre P y E. En efecto, pa- 


rece claro que P debe depender del campo local pues, a nivel molecular, la separación de 
cargas se produce bajo la acción del campo local. Dicha separación prosigue hasta que la 
fuerza electrostática de atracción entre cargas de diferente signo equilibre a la fuerza de- 


—> 
bida al campo local. Para muchos dieléctricos (lineales e isótropos) P =0 Epo siendo a 
un escalar. En el caso de dieléctricos clase A (lineales, homogéneos e isótropos), œ es una 
constante que recibe el nombre de polarizabilidad molecular. 


Teniendo en cuenta lo visto: 


> 
> > > 
P = NaE,, = Na (E + eP) 
[e] 
y 
Trasponiendo los términos en P, queda: 
> Nab 2 > N É 
a a 
P (1- E, ) =NaE de donde P= Nab 
Eo 

Podemos, pues, escribir 

> > 

P =€, Xe E 
siendo 

Na 
Eq Xe = -Nab 
Eo 
y por lo tanto, 
Nga 
Xe = €x 7Nab 


La magnitud x, recibe el nombre de susceptibilidad eléctrica. En el vacío, x¿ = 0. La sus- 
ceptibilidad eléctrica tiene carácter adimensional en el sistema SL. 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


Dieléctricos 73 


5.8. La divergencia de E en presencia de dieléctricos 


El potencial o el campo que crean los dipolos de un dieléctrico polarizado, hemos visto 
que se pueden calcular sustituyendo el dieléctrico por las distribuciones de densidades o” 
y p’. Por tanto, las distribuciones de carga ligada que aparecen en los dieléctricos polari- 
zados crean también campo eléctrico, al igual que las cargas libres. Veamos cómo modi- 
fica este hecho al teorema de Gauss. Este último establece que: 


> > Q 
[23 = 
s Eo 


siendo S una superficie cerrada cualquiera y Q, la carga total existente en su interior. Si 
consideramos la presencia de dieléctricos, Q, deberá incluir las cargas libres y ligadas in- 
teriores a S. Si Q, se halla repartida por el volumen 1” interior a S y es p la densidad es- 
pacial de carga libre y p’ la de carga ligada, 


Q = fo dr” = [a dt 
T T 


donde p, es la densidad espacial de carga total, la cual incluye cargas libres y ligadas. Así 


pues, 
>> 1 
[23 = ifo dt 
E 
S o Yer 


Pero, aplicando el teorema de Ostrogradsky, 


>> > 1 
[8 AAA faa 
S T Eo T 


Como esto último es válido para todo volumen 7”, resulta finalmente: 


Esta última ecuación, que hemos deducido para campos electrostáticos, es totalmente 
general y también puede aplicarse a campos eléctricos no estáticos. Se la conoce con el 
nombre de primera ecuación de Maxwell. 


> > 
En el caso de campos electrostáticos, E =-V V y entonces 
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que es la ecuación de Poisson en presencia de dieléctricos, que es más general que la ob- 
tenida para el vacío. 


>> 
Sustituyendo p"=-—V-P enla primera ecuación de Maxwell, 
1 > 


VES (p+p) = (p-V -P) 


y agrupando términos, 


haciendo 


queda 


-> 
El campo D, así definido, recibe el nombre de inducción eléctrica y también el de despla- 
zamiento eléctrico como lo llamó Maxwell. Su divergencia en un punto depende exclu- 
sivamente de la densidad espacial de carga libre en ese punto. 


La anterior ecuación puede expresarse también en forma integral. En efecto, aplicando el 
teorema de Ostrogradsky a una superficie cerrada S cualquiera: 


—> 
que es la expresión matemática del teorema de Gauss para D en forma integral. 


— 
Volviendo a la definición de D, resulta: 
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> 
El campo E puede, pues, considerarse que es la superposición de dos: un campo D/e 
asociado a las cargas libres, puesto que: 


fe 
y |.D|_ P2 
to Eg 


> 
y otro campo —P/e, asociado a las cargas ligadas, puesto que: 


a O 
A A A 
Eo Eo 


> 
De las anteriores expresiones se deduce que las líneas de fuerza de D nacen y mueren en 


>) 
cargas libres, mientras que las líneas del campo E pueden nacer y morir en cargas libres 


y ligadas, indiferentemente. En las anteriores ecuaciones, hemos supuesto que existían 
> > >> a : . > > 
V-E y V-P, osea que existían las derivadas espaciales de las componentes de E y P. 


En el caso en que no existan (lo que sucede en una carga puntual o en la superficie car- 
gada de separación de dos medios), habrá que recurrir a las formas integrales de todas las 
ecuaciones. 


5.9. Permitividad relativa; ecuación de Poisson para dieléctricos clase A 


Los dieléctricos lineales, homogéneos e isótropos, se dice que son de clase A. En ellos, la 
polarización es proporcional al campo eléctrico, lo que se expresa en la forma: 


> > 
P= Eo Xe E 


y como 


resulta: 
> > > > 
D = e, (1+x,)E = e,€£,E = £E 


La constante X% es característica del material dieléctrico y se denomina susceptibilidad 
eléctrica del mismo. La constante 


E, =1+%o 
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e e a == KK K—K< 


es la permitividad relativa del material y es un número adimensional característico del 
dieléctrico. La cantidad e será, pues, característica del material y recibe el nombre de 
permitividad absoluta de éste. Sus dimensiones serán las mismas que las de e. Para el 
vacío, X¿ = 0 , lo que implica que £,=1 y para los dieléctricos clase A, €, > 1 y además, 


> > 
e, es constante. Resulta inmediato, dado que £ es un escalar positivo, que D y E tienen la 


misma dirección y sentido. 


Así pues, en el caso de dieléctricos clase A, queda: 


En 
luego 
V-E= =^ (clase A) 
Eo Er € 
> > 
Como para campos electrostáticos E = -V V, queda: 
y2 V = _L 


5.10. Relación entre p y p’ para dieléctricos clase A 


De la definición de inducción eléctrica 


resulta: 


es decir: 


Las ecuaciones que relacionan la polarización eléctrica y el desplazamiento con el campo 
pueden asimismo aplicarse a dieléctricos cualesquiera; la única diferencia respecto al caso delos 
dieléctricos clase A está en el carácter de la susceptibilidad y de la permitividad que, en el caso 
general, es tensorial. Así pues, cuando un dieléctrico sea anisótropo no podremos afirmar que 
el desplazamiento y la polarización eléctrica tienen siempre la misma dirección que el campo. 
Una conclusión como la citada solo podrá establecerse con seguridad en presencia de dieléctricos 


clase A o con materiales lineales e isótropos pero no homogéneos. 
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Para los dieléctricos clase A no electrizadis (p = 0) será p"=0 y toda la carga de polari- 
zación estará distribuida sobre sus snperficies. 


5.11. Campos eléctricos en presencia de dieléctricos clase A 


A partir de todo lo visto anteriormente, resulta posible determinar los campos eléctricos 
y otras magnitudes en presencia de dieléctricos clase A mediante un procedimiento sis- 
temático. Si las distribuciones de carga que se consideren tienen simetrías sencillas, será 


=> 
conveniente determinar D mediante el teorema de Gauss: 


> > 


D-dS= Q 
S 


> > > 
A partir de D se calcula E =D/g£ . Hacerlo así resulta más sencillo, puesto que aplicar el 
=>) 
teorema de Gauss para E requeriría conocer la carga ligada interior a la gaussiana, ade- 
> 
más de la libre. Conociendo E, es fácil calcular diferencias de potencial, capacidades de 


> 
condensadores o conductores, la polarización P y a partir de ésta evaluar 0 o p’. 
Veamos un ejemplo: 


Consideremos el condensador plano de la Fi- 
gura 5.11, el cual contiene una lámina de die- 
léctrico de espesor e. El dieléctrico es clase A y 
su permitividad relativa es e, . 


En el espacio entre armaduras podemos con- 
siderar tres regiones y calcular el campo eléc- 


trico en ellas. A tal efecto, determinaremos 
> > 


D,, Do y D, aplicando el teorema de Gauss 
para el desplazamiento. Dada la simetría, to- 
maremos una gaussiana cilíndrica que tenga 
una de sus bases sumergida en la armadura 
positiva, mientras la otra formará parte de la 


PA 


> > 
región 1, 2 ó 3, si se quiere calcular D, j D, Ó 
=> 

Dz, respectivamente. 


> 
Si es dS el área de la base y dado que D será 
nulo en el interior de la armadura, la aplica- 
ción del teorema de Gauss a la gaussiana que Figura 5.11 
tenga una base en la región 1 da: 


D, dS = ads de donde resulta D, = 6 
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Operando análogamente al considerar esta base en la región 2, resulta 
D, = 0 y de igual manera D¿ = 0 


O sea, 


Los campos en las regiones 1, 2 y 3 serán, pues, 


O = A E E: EEE = E 
1 €, GA 2 E, Er €, Er 3 €, E, 


La diferencia de potencial entre armaduras sería: 


o 


Es Er 


V 


Cc 
E, d, + E¿e + E, d} = A d3) + 


o] 
amb 
€ Er 


La capacidad del condensador sería: 


ol, (-Ù , „(&-1) 
sja- eft ] a- off ) 
Eo e E, 
Este resultado nos indica que, a efectos de la capacidad, introducir el dieléctrico equivale 
a acortar la separación entre armaduras una distancia € (e, — 1)/e, . 


C= 


Calculemos ahora las densidades de carga de polarización en el dieléctrico. Según hemos 
visto, en los dieléctricos clase A se cumple que 


Como, en nuestro caso, el dieléctrico no está electrizado (p = 0), será p”=0 y toda la 
carga ligada se distribuye sobre sus superficies. Veamos cuánto valen las o” en las caras 
de la lámina. 
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> > > 
Para ello calcularemos primero P =€, Xe Es = E, (€, — 1) E, . Su sentido coincide con el 
> 


de E,. 


En la cara a (lo mismo se diga en la €), tendremos: 


> 
o= Pa NM, =0 
> > 
puesto que n es perpendicular a P,- 
En la cara b, será: 
> > e, -1 
y = Pnp = -P =-e,(0,-1)E, = -0— 


r 


Es decir, sobre la cara b aparece carga de polarización negativa. 
Y sobre la cara c, 


=> 3 £ 
%=P:n,=P=e, (e,-1)E —t— 


aparece carga de polarización positiva. 


Caso en que el dieléctrico llene todo el espacio entre armaduras 


Consideremos ahora un condensador plano en el 
cual el dieléctrico llene todo el espacio existente 
entre las armaduras y tomemos como gaussiana 
un cilindro de bases dS, una de ellas contenida 
en el interior de una armadura y la otra en el 
dieléctrico (Figura 5.12). Como la inducción eléc- 


trica D es tangente a la superficie lateral del cilin- 
dro, su flujo a través de ella será nulo. También 
será nulo a través de la base contenida en la ar- 
madura, por ser nulo D en el interior de un con- 
ductor en equilibrio. Por tanto, el flujo saliente a 


> > 
través de la gaussiana será D -dS y al aplicar el 
teorema de Gauss, será: 


> 


> 
D-dS = DdS = uds Figura 5.12 
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y por tanto 
D=6 

Luego, 

D le] 
E = = V = 
Eo Èr Eo Er y 
de donde: 
c-Q9. 238 S 
y= od “vord 

E, €, 
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La capacidad del condensador es la que tendría si entre sus armaduras hubiera el vacío 


multiplicada por €, . 


Cargas de polarización 


Si el dieléctrico es clase A y no está electrizado (p = 0), hemos visto que p’ = 0. Por otra 


parte, en las caras del bloque dieléctrico tendremos: 


Oy = A = =P = -es =- 
y 
o, = P n =P=0 i 
y la densidad superficial total será: 
Q = 0-6 a => 


5.12. Energía potencial de una distribución de cargas libres en presencia de 


dieléctricos 


Para obtener esta energía potencial, utilizaremos el mismo procedimiento que utiliza- 
mos en el caso del vacío. Esto es, se trasladará cada carga desde su posición original hasta 
el infinito y se obtendrá, finalmente, una expresión formalmente igual a la que corres- 


ponde a las distribuciones espaciales en el vacío 
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1 
w="bovad 
sfe 


Sin embargo, el significado de V es algo distinto pues, además de depender de la geome- 
tría de la distribución de cargas, depende también de las características de los dieléctricos 
en presencia por deberse tener en cuenta las cargas de polarización. También es posible 
expresar W en función del campo eléctrico creado por la distribución. En efecto, 


>> 1 > > 
p= V-D luego Mes VV-D dr 
g 


> 
V V, queda entonces: 


>) 
D- 
1 >> 
Bj- d D.VVdr” 
q 


> > -> 
Como V-(VD) =VV-D + 
o lo que es lo mismo: 


donde S' es la superficie que delimita al volumen 7”. Este volumen puede ser cualquiera 
y por tanto, puede ser infinito. En tal caso, 


1 > > 1 > > 
W=- VD-d + — D-E dr 
2 2 
S'>0 T 0 


A grandes distancias, V disminuye como 1/r, D como 1/1? y dS’ aumenta como r, luego 


> > > > 
VD-dS” disminuye como 1/r. Todos los términos V D -dS’ tienden a cero en S' y 
por tanto, 


2 


> 


1 > > 
W = — D-E dr 


En realidad, no hace falta que t’ tienda a infinito. Basta que contenga todos los puntos en 


> > 
los que D y E no sean nulos, pues el valor de la integral sería el mismo ya que la contri- 
bución de la región del espacio donde no hay campo sería nula. Así pues, se podrá escri- 
bir: 
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1 >> 
woi foo (5.12) 
Tt 


Así las cosas, podemos definir, en presencia de dieléctricos, una función de punto den- 
sidad de energía 


dí” = 2 D-E (5.13) 


Como la (5.12) es general y no depende del tipo de dieléctrico, la expresión (5.13) de la 
densidad de energía también será general, cuando se considera la presencia de dieléctri- 
cos. 


En el caso de dieléctricos clase A, D=e€,€,E donde e, es una constante mayor que 1. 
Luego, 


e = J e, 2, E? (clase A) 


W = : Eo af E? dr’ (clase A) 
t’ 


5.13. Fuerzas sobre dieléctricos 
Acción de un campo eléctrico sobre un dipolo 


Cuando tenemos un dipolo eléctrico si- 
tuado en un campo uniforme (Figura 5.13), 
sobre las cargas Q y —Q se ejercerán fuerzas 
de igual módulo y dirección, pero de senti- 
dos opuestos, 


> > > > 
F = QE y -F = -QE 


> 
que constituyen un par. Si es s el vector 
que va de —Q a +Q, el momento del par será 


Figura 5.13 


> > > 
T=SAQE =paAE 


donde P =Q5 es el momento eléctrico del dipolo. 
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Si el campo eléctrico no fuese uniforme, la resultante 
de las fuerzas que se ejercen sobre las cargas no sería 
nula, pues el campo eléctrico sería diferente en una y 
otra carga. Vamos a calcular dicha resultante. 


Llamemos É al campo eléctrico que actúa sobre la 
carga negativa del dipolo y tomemos en ella el origen 
de coordenadas de nuestro sistema de referencia 
(Figura 5.14). De esta manera, en el origen O de coor- 


Figura 5.14 


denadas, las componentes de E serán E,, E, y E, En el 
punto donde se halla +0, las componentes del campo 
serán otras y las obtendremos efectuando un desarrollo en serie de Taylor en torno al 
origen de coordenadas. Así, si prescindimos de los términos de orden superior al pri- 
mero, queda para la componente E, (+0): 


EL dE E 
E, C Q) + pr Er Fria = 


JE JE JE 
= E (-Q)+ Ts. Ta Es: Fa sk 


E, (+Q) 


En consecuencia, para la fuerza resultante que actúa sobre el dipolo sometido a la acción 
del campo eléctrico no uniforme, tendremos una componente f, que será: 


DE 3E dE 
f = -QE (-Q) + ale, (-Q) + Ss i+ xs. j+ D i 


CIN 
o sea: 

i JE, sE oE, a 9E, 
kah Yyy a 

Análogamente obtendríamos f y f,, esto es: 
JE JE JE 
= — Y Bi 
a ea 
oE, JE JE 
= — —E 
L =P, E + Py oy + Pz 3z 


Estas tres últimas ecuaciones las podemos reunir en la ecuación vectorial simbólica: 
> > 2, 2 
f = (p-V)E 
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Esta es la expresión vectorial de la fuerza resultante que actúa sobre un dipolo. Si consi- 
deramos ahora la unidad de volumen de un dieléctrico sometido a la acción del campo 


> 
E y es N el número de moléculas (dipolos) por unidad de volumen, la fuerza por uni- 
dad de volumen sería: 


=> 


E (NP -V)E = (P-V) E = (-e,)(E-V) E 


=>) 
F =N? 


donde P es el momento dipolar medio por molécula. Expresándola en función de los 


> > > 
versores i, j, K, queda: 


F = (e-6) |E + E 2a E E|(6 T+ 6,7 + ER]) 


Su componente F, será, pues, 


JE JE JE 
F = (e-e) je + iev E | 


> > 
En el caso electrostático, V a E =0, por lo que 


E Y E, _ 2E, 
dy — ax y oz xX 


Razonando análogamente, se tendría: 


ð 
E, = 2 (e-e,) ye 
1 d 
a E 


y vectorialmente, resultaría: 


1 y p2 : 
z (€- £) V E (expresión general) 
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En el caso de dieléctricos clase A, € es constante y entonces: 
> > -1i> 
F = le, (e,-1) VE? = [1 v(e e) 
2 0 E; 2 


La fuerza que actúa por unidad de volumen sobre un dieléctrico, cuando está sometido a 


-> 
la acción de un campo eléctrico no uniforme, tiene la dirección y sentido de V E? . Esto 
es, apunta hacia los valores más elevados de E. El sentido de dicha fuerza es el mismo 
tanto si el campo tiene un sentido como si tiene el sentido opuesto. 


Ejemplo. Fuerza por unidad de volumen sobre el aislante de un cable coaxial. 


Un cable coaxial consta de un conductor ci- 
líndrico muy largo rodeado de una capa ci- 
líndrica conductora coaxial con él. El espacio 
intermedio está lleno de un dieléctrico y la 
capa cilíndrica está conectada a tierra (Figura 
5.15). Sea R} el radio del conductor interior y 
R, el radio interior de la capa cilíndrica con- 


ductora. Consideremos una superficie cilín- 
drica coaxial con las anteriores y de radio r tal 
que R,<r<R, y cuya generatriz sea de 
longitud unidad, la cual vamos a tomar 
como gaussiana. Si es À la carga por unidad 
de longitud de conductor interior, al aplicar 
el teorema de Gauss a la gaussiana mencio- 


Figura 5.15 


—> 
nada, tendremos que el campo E será nor- 
mal a la superficie lateral de la gaussiana y 


de igual módulo E en todos sus puntos, por razón de simetría. El teorema de Gauss nos 
da: 


A 


E 2x1 er 


(5.14) 


y por tanto, la diferencia de potencial entre ambos conductores es: 


R 
pS A 


2ne r 2nE R 


R2 


Y según (5.14): 
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y como la fuerza por unidad de volumen es 
1 > 
> (ee) Y E? 


será: 


> €, —1 2 
e y 
£ Ki In? 22 r 
R, 
> e, -1 2 > 
F = -fè Y a A 
tr Jm " 


La fuerza es radial y hacia el interior, pues si V >0, los dipolos tienden a orientarse ra- 
dialmente con —Q más cerca del hilo, por lo que la fuerza hacia dentro sobre —Q es ma- 
yor que la fuerza hacia fuera sobre +0. 


5.14. Condiciones de contorno de V, D y E 


En la práctica, las distribuciones espaciales de carga sólo se encuentran en las válvulas de 
vacío, en los conductores electrolíticos, etc. y corresponden a problemas dinámicos o es- 
táticos muy particulares. Ahora bien, en los problemas estáticos que entrañan conducto- 
res cargados sumergidos en dieléctricos, nos enfrentamos a cargas superficiales y en la 
región que rodea a los conductores, se cumple la ecuación de Laplace 

—> 

vVÍV =0 
ecuación que hay que resolver sometida a ciertas condiciones de contorno, las cuales 


> 
constituyen limitaciones impuestas a V y E en superficies de discontinuidad. 


Condiciones de contorno para el potencial 


Vimos que, en el caso estático, V es el mismo en todos los puntos de un conductor. La 
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> 
derivada del potencial según una dirección cualquiera da la componente de E según di- 


=> 
cha dirección. Como E no puede ser infinito y está definido en todo punto de la superfi- 
cie de un conductor (también en su interior, donde es nulo), V deberá ser continua al 


atravesar una superficie límite. Es decir, podemos escribir que Vt =V” a través de toda 
superficie. 


Condiciones de contorno para D 


Consideremos dos medios diferentes y su su- 
perficie de separación que supondremos car- 


gada con densidad superficial ©. Sean P, y P, © D, 
dos puntos infinitamente próximos, situados Pa 
y 
uno en cada medio. Llamaremos D} al despla- z 
l ; > ! Ps 
zamiento existente en P, y D, al que hay en © 


P,. Tomemos dos elementos de superficie pa- 


ralelos a la superficie de separación, de igual S 
área dS, uno en P, y otro en Po. Por el con- Figura 5.16 


torno de ambas superficies elementales, traza- 
remos las generatrices de un cilindro que será 
perpendicular a la superficie de separación. La superficie cilíndrica, así formada, junto 


=> 
con las bases dS, encierra en su interior una carga o dS y el teorema de Gauss para D 
nos permite escribir: 


>> 
[5.3 - o > Dao dS - Dy dS = 0dS 
S 


de donde resulta: 


Si fuese © = 0, sería D 2 = D,, - Es decir, al atravesar la superficie de separación (no 


electrizada) de dos medios diferentes, la componente normal de la inducción eléctrica 
varía con continuidad. 


=> 
Condiciones de contorno para E 


Consideremos un rectángulo constituido por dos bases de longitud d£, paralelas a la su- 
perficie de separación de los dos medios y dos alturas normales a la superficie de separa- 
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ción y cuya longitud sea un infinitésimo de orden superior a d£. Como estamos en pre- 
sencia de campos electrostáticos, 

> — 

E.dl =0 


Ep dl - E, dí = 0 


de donde 


Se ha despreciado la circulación a lo largo de las 
alturas, pues serían infinitésimos de orden su- 
perior. Resulta, por tanto, 


Ep = Ey 


Es decir, que al atravesar la superficie de separa- 
ción de dos medios diferentes, la componente 


=> 
tangencial de E varía con continuidad. Figura 5.17 


Si uno de los dos medios fuese un conductor, en 


=> 
él la componente tangencial del campo sería nula (por serlo E) y en el otro medio tam- 
bién debería serlo, por la continuidad de E,, luego el campo en la superficie del conduc- 


tor sólo podrá tener componente normal, cosa que ya sabíamos. Esto será válido, según 
se ha indicado desde un principio, sólo en el caso de campos electrostáticos. 


> 
Ahora bien, por lo que se ha visto al tratar de las condiciones de contorno para D, en el 
caso de un conductor rodeado por un dieléctrico debería cumplirse: 


Da diel + 9 


puesto que en el interior del conductor D, es nula. Ahora bien, esto es válido en cual- 
quier caso, puesto que la condición de contorno para D se ha deducido aplicando el teo- 


rema de Gauss, que tiene validez general. 
Refracción de las líneas de fuerza 


De todo lo visto anteriormente, se desprende que, en la superficie de separación de dos 


> > 
dieléctricos, E y D cambian de dirección. 


Sabemos que 
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H 
O 


n2 ni 


o lo que es igual: 


€. E2 E, cos 0, o Er E, cos 9, 


y 
E, sen, = E, sen ð; a 
0 Y Ez 
Dividiendo esta última igualdad por la ante- 
rior, 
E, 
tg0,  t99, i 8; 


Eo er £o Es 1 


de donde resulta: 


Figura 5.18 
tg 9 a te 
tg 9, Er: 


que es la ley de la refracción de las líneas de fuerza. 


Resulta así que si En > Eq > 0, > 0, . O sea, las líneas de campo se apartan más de la 


normal al atravesar la superficie de separación de dos dieléctricos si el segundo medio 
tiene una permitividad mayor que el primero. 


5.15. Teorema de unicidad 


Vamos a demostrar que si una función potencial es solución de la ecuación de Poisson y 
cumple las condiciones de contorno impuestas por un determinado sistema físico, es el 
único potencial posible. Si esto es así, tendremos plena libertad para calcular un campo 
eléctrico, esto es, podremos utilizar cualquier método, incluso el intuitivo, pues si el 
campo que hallamos cumple la eyt de Poisson y las condiciones de contorno, será el 
único realmente existente. 


Para demostrar el teorema, supongamos que tenemos una distribución espacial de carga, 
de extensión finita, en presencia de dieléctricos clase A de propiedades conocidas y con- 
ductores cargados de potenciales concretos. Razonaremos por reducción al absurdo y su- 
pondremos que existen dos funciones potencial, V, y V,, que son soluciones de la ecua- 
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ción de Poisson y cumplen las condiciones de contorno impuestas por nuestro sistema. 
Así las cosas, 


-> -> 


> > 
a los que corresponden, respectivamente, los desplazamientos D, y D,. 


Vamos a considerar la función potencial diferencia entre V, y V4: 


Esta función es también solución de la ecuación de Poisson por ser ésta lineal y ser V, y 
Vo soluciones de ella. El campo asociado a V, será: 


> > 
y el desplazamiento correspondiente D¿=D,-—D, cumplirá la condición 
> > >> >> 
V-D = V:D,- V-D 


Como en todo punto debe ser cierto que 
> >> 
Y.D, = p y V-D, =p 


>> 
tendremos que, para todo punto del espacio, V :D} = 0. 


Como V, y Vp deben cumplir las condiciones de contorno del sistema sobre los conduc- 


tores de éste, habrán de reducirse ambas a los valores del potencial especificados en ellos. 
Esto es, para todo punto de los conductores, 


Si aplicamos la identidad 


> 


> > > 
V-(V¿Dz) .= V¿V-D 


> > 


3 + D3: V V3 


e integramos los dos miembros de esta ecuación sobre un volumen qt’ cualquiera, ten- 
dremos: 
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Y > y pl EA > > a 
v-(v, Da Jus = V3 V-D} dt + D, : V V¿ dt 
Tr cl * 


T 


La integral del primer miembro se puede transformar en una de superficie, aplicando el 
teorema de Ostrogradsky: 


> > > > >> > y 
V¿ D3 -daS = V3 V-D} dr + V 3 V V¿ dt (5.15) 
T T 


Podemos considerar, por ejemplo, que T’ es todo el espacio exterior a los conductores del 
sistema. Entonces, si es S” la reunión de las superficies de los conductores y de una su- 
perficie esférica de radio infinito, los puntos de esta última estarán infinitamente aleja- 
dos de las cargas del sistema. Así las cosas, 


> 2, > > > > 
V¿ Dz dS = V¿ Dz -dS + V¿ D} -dS 


r re 


siendo S” la reunión de las superficies de los conductores y S”” la superficie esférica de 
radio infinitamente grande. 


Como en los conductores V3 =0, será: 


> 


z 4 
Va D3 dS’ = 0 


+r 


Por otro lado, a grandes distancias, V, varía como 1/r, D} varía como 1/1? y dS’ varía 
como r°. Por tanto, la cantidad V¿D¿dS” varía como 1/r y, por consiguiente, para to- 


dos los puntos de S””, esta cantidad será nula, así como la segunda integral del segundo 
miembro. Por tanto, queda: 


> 2, 
V3 D, : dS = 0 (5.16) 


La primera integral del segundo miembro de (5.15) también es nula por ser en cada 


> > 
punto V-D¿=0. En consecuencia, la ecuación (5.15) podrá escribirse en la forma 


O 
D, : Ez dt =0 (5.17) 
gy 
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Ahora bien, en los dieléctricos clase A, 


>> 


2 
D.E = & £ E >0 


Luego, para que se cumpla (5.17), deberá ser D, =E} =0 en cada punto. Ello requiere 
que 


> > 
VV, = VV, 


lo que exige que V, y V, difieran, a lo sumo, en una constante. Pero como han de ser 
iguales en los conductores, dicha constante será cero, por lo que será V, =V}; y sólo 
existe una función potencial posible. 


5.16. Método de las imágenes eléctricas 


Este método implica la conversión de un campo eléctrico, en determinada región del 
espacio, en otro equivalente más sencillo de calcular. Es particularmente útil para el cál- 
culo de los campos eléctricos creados por sistemas constituidos por conductores y cargas 
puntuales enfrentadas a ellos. En tales casos, muchas veces pueden sustituirse los con- 
ductores por una o más cargas situadas de manera que el potencial creado por todas las 
cargas, en los puntos de la mencionada región, sea el mismo. Dicho potencial cumpliría 
la ecuación de Poisson y las condiciones de contorno del sistema. En efecto, las superfi- 
cies de los conductores se habrán sustituido por superficies equipotenciales a los mismos 
potenciales. El teorema de unicidad nos permite entonces afirmar que, al conservarse las 
condiciones de contorno, el campo hallado es el correcto para la región exterior a los 
conductores. 
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Capítulo 6. Corriente continua 


6.1. Corriente eléctrica 


Consideremos dos conductores A y B cargados a potenciales diferentes V, y Vp e inicial- 
mente aislados. Sea A el conductor de mayor potencial. Si unimos A y B mediante un 
hilo conductor C se observa que aumentan la carga Qp y el potencial Vg del conductor B, 
al mismo tiempo que disminuyen la carga Q, y el potencial V, del conductor A. Este 
proceso sigue hasta que se igualen los potenciales de A, B y C, con lo que A, B y C consti- 
tuirán un conductor en equilibrio electrostático al estar todos sus puntos a igual poten- 
cial. Si se efectúan medidas, podrá observarse que la disminución de carga de A es igual 
al aumento de carga de B, de lo que se deduce que ha existido un tránsito de cargas de A a 
B a través de C. A este tránsito se le da el nombre de corriente eléctrica. 


Para hallar el origen de esta corriente, con- 
vendrá recordar algunas ideas relacionadas 
con el comportamiento de los portadores 
de carga móviles en un conductor en equi- 
librio electrostático. Si el conductor es me- 
tálico, sabemos que sólo hay un tipo de 
portadores: los electrones libres. En cambio, 
en otros tipos de conductores, los tipos de 
portadores existentes pueden ser muy di- 
versos. 


Figura 6.1 


En general, el movimiento de los portadores, en las condiciones apuntadas, es total- 
mente desordenado y por tanto, la velocidad media (que es un vector) de los portadores 
es nula. Al poner en comunicación A y B a través de C, en los puntos de este último 
aparecerá un campo eléctrico que tendrá el sentido indicado en la Figura 6.1, si V 4 > Vg 


> >. 
Este campo E ejerce una fuerza -e E sobre los electrones libres, arrastrándolos en sen- 
tido opuesto al del campo. Como Q, y Va han disminuido, el conductor A habrá recibido 


electrones libres procedentes de B, que los habrá perdido, lo que se explica por haber 


— 
aumentado Qp y Vg: Las fuerzas —eE arrastran electrones de B a A (consideramos que C 
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es un hilo metálico) y les comunica un movimiento ordenado que se superpone al de- 
sordenado que tienen las cargas libres en el equilibrio. La velocidad media de las cargas 
no será ahora nula y coincidirá con la del movimiento ordenado. En la Figura 6.2 po- 
demos ver una visión microscópica de un trocito del conductor C durante el proceso 
descrito. Así, si representamos por dQ la carga que atraviesa en un tiempo dt una sección 
recta de C, en un tiempo doble, triple, etc., ésta será atravesada por una carga doble, tri- 
ple, etc., Es decir, la carga es proporcional al tiempo y podremos escribir: 


dQ = lat o sea l= t 


donde | es una magnitud escalar denominada intensidad de la corriente eléctrica. 
Representa la carga que atraviesa, por unidad de tiempo, una sección recta del conduc- 
tor. En el sistema internacional, se mide en Ampère (A). Así pues, 1 A es la intensidad 
de una corriente que deja circular una carga de 1 C en cada segundo. 


Vamos a buscar una ecuación que nos dé 
la intensidad de la corriente que circula 
por un conductor metálico filiforme. Para 
ello, consideremos una longitud dê = v dt 
del conductor representado en la Figura 
6.2, donde v es la celeridad media de los 
electrones. El volumen de ese tramo del 
conductor será Sv dt y siesn el número 
de electrones libres por unidad de volu- 
men del conductor, nSvdt será el nú- 
mero de electrones libres contenidos en el Figura 6.2 

tramo. Por ser muy grande este número, 

es lícito considerar que todos ellos llevan 

la velocidad media y por tanto, todos ellos 

atravesarán la sección recta de uno de los extremos del tramo considerado en un tiempo 
dt. Como cada uno transporta una carga €, la carga que habrá atravesado dicha sección en 
un tiempo dt será: 


dQ = enSvat 


Por tanto, según la definición dada anteriormente, la intensidad de la corriente será: 
l=enSv 


Hay que recalcar que esta expresión sólo es válida para el caso de conductores metálicos 
filiformes. 
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6.2. Densidad de corriente 


Los portadores de carga móviles pueden desplazarse también por conductores tridimen- 
sionales y para estudiar sus movimientos en tal caso, será necesario introducir el con- 
cepto de densidad de corriente. 


En primer lugar, supongamos que sólo 
exista un tipo de portadores cuya carga 
sea q y que todos lleven la misma velo- 


> 
cidad v. Sea una faceta, de área dS, inte- 
rior al conductor y asociémosle un vector 


> 
dS normal a ella y de sentido el que to- 
memos arbitrariamente como positivo Figura 6.3 
para la normal a la faceta (Figura 6.3). 
Calcular la carga que atraviesa dicha fa- 


>) 
ceta no es difícil. Si construimos un cilindro de generatrices, paralelas a v, que pasen por 
el contorno de la faceta, vemos que la corriente que atraviesa la faceta es la que circula 
por este cilindro, la cual es análoga a la que circule por un conductor filiforme de sección 
recta dS'=dS cos 6 . Según lo visto en el apartado anterior, será: 


dl = ngv d = nq Y -d$ 


Si la corriente estuviera constituida por varios tipos de portadores con cargas y 
velocidades diferentes, los agruparemos de manera que en cada grupo estuvieran 
los portadores que tengan igual velocidad. Así pues, en uno de ellos estarían 


5 
los portadores de carga q; y velocidad v; y si es n; el número de estos portadores por uni- 
dad de volumen, su contribución a la corriente que atraviesa la faceta sería: 


> 


dl; = n, q v; -dS 


Sumando las contribuciones de todos los portadores, tenemos: 
> 
dl = Y dl = È ngv -dS 
] 1 


donde el sumatorio está extendido a todos los grupos de portadores existentes. La ante- 
rior expresión puede escribirse, pues, en la forma: 


> > > 
dl = J-dS siendo J = 2 n, q, Y; 
|] 


> 
El vector J recibe el nombre de densidad de corriente. Su flujo a través de dS nos pro- 
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porciona la intensidad de la corriente que atraviesa la faceta correspondiente, esto es, la 


> 
carga que por unidad de tiempo atraviesa dS en la dirección de J. 


Para obtener la expresión de J hemos hecho una partición muy particular de todos los 
portadores existentes. Es demasiado restrictiva. Los grupos de portadores podrían estar 
constituidos por los portadores de igual carga, independientemente de que sus vectores 
velocidad fuesen iguales o no, si tomamos para todos ellos su velocidad medía. En un 
mismo grupo estarían, por ejemplo, todos los electrones libres. Según lo visto ante- 


> > 

riormente, su contribución J, a la expresión de J sería: 
— > 
= —@ Z N; V; 
Je 2 JJ 


donde ahora el sumatorio estaría extendido a todos los electrones libres y nj sería la con- 


> 
centración de electrones libres de velocidad Vj: Pero 


(7). 


si N es el número total de electrones por unidad de volumen. Por tanto, 


J, =-eN(V) 


> 
Con el nuevo agrupamiento, la contribución J; de todos los portadores de carga q; sería: 


3 


J. 


> 
i= mg 


si v representa la velocidad media de todos los portadores de carga q; Luego, la densidad 
de corriente total 


J= È J > È ngv 


tendría una expresión formalmente igual a la antes obtenida, si bien ahora n, sería la 


— 
concentración de portadores de carga q; cuya velocidad media sería v;. El sumatorio es- 
taría también extendido a todos los grupos de portadores. Como n; q, es una densidad 
espacial de carga p, a veces se escribe: 


J= 20 
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6.3. Ley de Ohm 


Consideremos un conductor cualquiera, sólido, líquido o gaseoso, inicialmente en equi- 
librio. En estas condiciones, los portadores de carga presentan un movimiento desorde- 
nado. Los portadores móviles tendrán velocidades medias nulas, pues no hay direccio- 
nes privilegiadas, pero sus celeridades medias tendrán ciertos valores Vargar Viso». 


siempre positivos. Consideremos un tipo genérico de portadores (p. ej. el de celeridad 
media vi). En su movimiento aleatorio, los portadores colisionan con otras partículas del 


conductor. Entre choques consecutivos, los portadores recorrerán una distancia media 
L; a la que llamaremos recorrido libre medio. Por tanto, el tiempo medio que transcurre 


entre choques consecutivos, para estos portadores, será: 


> 
Apliquemos ahora sobre el conductor un campo eléctrico E. Se romperá el equilibrio y 


—> 
sobre un portador genérico actuará una fuerza q; E . Según el teorema de la cantidad de 


movimiento, entre dos colisiones consecutivas, la cantidad de movimiento de la partí- 
cula de carga q; y masa m; variará en: 


> > 


luego 
Ay = m E 
y L, 
Entonces, si At; = A , queda: 
.L. > 
eL qi =i 
AV e mv E (6.1) 


> > 
Las celeridades v; son mucho mayores que el módulo de Av;. Por ello, la aparición de E 
no altera sensiblemente las celeridades v, y no se cometerá un error sensible al estimar 
que el intervalo de tiempo entre choques sea igual al correspondiente al equilibrio. Así 


pues, cuando aplicamos el campo E al conductor, la ecuación (6.1) nos dice que al mo- 
vimiento inicialmente desordenado de los portadores se le superpone otro, éste sí orde- 


— 
nado, que tendrá la dirección de E y cuya velocidad media es + AV , ya que tras cada 


choque la velocidad pasa, por término medio, de 0 a Av; . Así pues, 
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L 
a E 
i aga 2 |m; V; 


La densidad de corriente asociada a este movimiento ordenado será: 


Faa > Faolan] 


DE 


-> 
J 


ej 
mi 
ii 
a 
mi 


(6.2) 


—> 
que es un vector de igual dirección que E. 


1 qê L, 
O= = n. | 1 
2 y m, Vi 


La magnitud 


es un escalar, en el caso de conductores lineales, homogéneos e isótropos, que se deno- 
mina conductividad. Nótese que, en la expresión de la conductividad, N; Y, y M; son can- 
tidades características del material que constituye el conductor y que v; y L; dependen de 
la temperatura. Por tanto, o será una magnitud característica del material y dependiente 
de la temperatura. 


En general, los conductores son cristalinos y por lo tanto anisótropos. Aun así, muchos 
de ellos están constituidos por multitud de diminutos cristales orientados en todas las 
direcciones, lo que nos permite tratarlos como si fueran isótropos, lineales y homogé- 
neos. Para ellos, la conductividad será una constante que tiene el mismo valor en todos 
los puntos. La ecuación (6.2) es la expresión más general de la ley de Ohm. A partir de 
ella, pueden deducirse otras versiones más conocidas de dicha ley. 


Volvamos al conductor metálico filiforme, 

en el cual los únicos portadores son los elec- 

trones libres. Sea MN (Figura 6,4) el tramo de II 
M 

conductor que vamos a tratar y supongamos 

que está recorrido por una corriente de in- E 


>) 
tensidad I. Si es E el campo en los puntos del 
tramo y lo consideramos uniforme, la inten- 


; Figura 6.4 
sidad | será: 
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> > 
[33 
S 


siendo S cualquier sección del conductor. Podemos considerar, por ejemplo, la que en 


> 
todos sus puntos es normal a J. En tal caso, 


> > 
= [38 - faas- foro 
S S S 


> 
Si el campo E es uniforme, tendremos 


Vm7 Vn 


E = 2 


siendo £ la longitud del tramo MN. Con ello, tenemos: 


y A f as A ¡MV 
S 


osea, l=G (Vy-Vy), siendo G = S una magnitud característica del tramo (y de su 


temperatura) llamada conductancia del tramo conductor MN. El recíproco de G, 4 =R, 
recibe el nombre de resistencia del tramo MN. Valdrá, pues, 


1 
Al recíproco p= 7 de la conductividad se le da el nombre de resistividad del material. 
Entonces: 


La unidad SI de resistencia es el ohm (Q) que sería la resistencia de un tramo tal que al 
ser recorrido por una corriente de intensidad 1 A presentara entre sus extremos una 
caída de potencial de 1 V. La unidad de conductancia en el SI es el mho (Q7?) que sería la 
conductancia de un conductor de 1 Q de resistencia. También se da el nombre de sie- 
mens al mho. La unidad de conductividad, según se desprende de la ley de Ohm para 
conductores filiformes es el mho/metro y la de resistividad el Q - m. 
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Otro aspecto que conviene comentar es el siguiente: En los conductores metálicos, los 
únicos portadores de carga son los electrones libres. Su contribución a la densidad de co- 


> > > 
rrientees J=-eN(v), donde (v ) es su velocidad media. De esta expresión, re- 


> > 
sulta que J y (v >) tienen sentidos opuestos. Esto se traduce, en el lenguaje corriente 
diciendo que, en este tipo de conductores, la corriente tiene sentido contrario al del mo- 
vimiento de los electrones. 


6.4. Variación de la resistividad con la temperatura. Termómetro de 
resistencia 


La conductividad o de un conductor depende de la temperatura y lo mismo sucederá 
con la resistividad p. Si suponemos que ésta es función analítica de la temperatura, po- 
dremos desarrollarla en serie de potencias. Para muchos conductores, los términos de 
grado 2 y superiores son despreciables y podremos escribir entonces: 


P = Po (1 + yT) (6.3) 


donde p, es la resistividad a 0°C, T la temperatura en grados Celsius, p la resistividad a la 


temperatura T y y un coeficiente característico del material denominado coeficiente de 
temperatura que puede considerarse constante para amplios márgenes de temperatura. 


Si consideramos ahora un conductor filiforme de longitud £ y sección S cuya resistivi- 


dad se rija por la ecuación (6.3) tendremos, al multiplicar los dos miembros de (6.3) por 


£ 


S » 

R= Ro (1 + yT) (6.4) 
que nos da la resistencia de un conductor filiforme en función de la temperatura. Si dis- 
ponemos de un instrumento de medida de resistencias preciso, podremos medir la re- 


sistencia de un conductor a 0°C, a 100°C y en general, a cualquier temperatura T. Si de- 
signamos por R; py la resistencia del conductor a 100°C: 


Rioo = R, (1 +y100) (6.5) 


De las ecuaciones (6.4) y (6.5), resulta: 


Rioo- Ro = R,y100 


y dividiendo miembro a miembro: 
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R-A T R-R 
IEA > ER 
— = 3 o sea T = 100 a (6.6) 
Rioo Ro 100 R100- Ro 


Si el instrumento utilizado puede medir resistencias a cualquier temperatura, la ecua- 
ción (6.4) nos dice que podemos determinar una temperatura midiendo la resistencia de 
un conductor que esté a dicha temperatura, si conocemos R, y R;¿gg que son fácilmente 
determinables. En este hecho basa su funcionamiento el llamado termómetro de resis- 
tencia. 


6.5. Ley de Joule 


La formulación más conocida de la ley de Ohm aplicada a un conductor filiforme resis- 
tivo establece que la diferencia de potencial que aparece entre los extremos del conductor 
cuando es recorrido por una corriente de intensidad | vale 


siendo R la resistencia del conductor. Según esto, pues, al pasar las cargas de MaN se 
produce una caída de potencial. Si en un tiempo dt circula entre M y N una carga dQ, ésta 
verá disminuida su energía potencial eléctrica en (Vy - Vp) dQ. Así pues, como | es 
la intensidad de la corriente, será dQ=1dt y la energía eléctrica disipada en el tramo 
MN en un tiempo dt será: 


dW = (Vy-Vy) Id 


Según el principio de conservación de la energía, esta energía perdida debe aparecer en 
otra forma. La experiencia indica que si en el tramo MN no existe ningún dispositivo ca- 
paz de transformarla en energía química, mecánica, etc., aparece en forma de calor 
(efecto Joule). Así, la potencia eléctrica disipada por efecto Joule será: 


2 
dw 2 __NM VN" 
P = = (Vy-Wy)! = RÊ = A 


Para profundizar algo más en el efecto Joule, deberíamos analizar su mecanismo ín- 
timo. Veamos: La energía eléctrica disipada podría aparecer, si no existen dispositivos 
capaces de transformarla en otra cosa, en forma de energía cinética de las cargas o en ca- 
lor. Ya se ha visto que los portadores de carga de una corriente tienen velocidades me- 
dias que son constantes a causa de los múltiples choques con otras partículas. Por ello, 
no podemos considerar que estos portadores se aceleren y entonces su energía cinética 
permanece constante. De ello se deduce que la energía eléctrica perdida sólo puede apa- 
recer en forma de calor en los choques. 


El efecto Joule es la causa de que el transporte de energía eléctrica a largas distancias se 
realice a alta tensión. En efecto, si una central ha de suministrar una potencia P deter- 
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minada a un conjunto de instalaciones, el hacerlo a una tensión 10 veces mayor, por 
ejemplo, supone reducir a la décima parte la intensidad de corriente en la línea de su- 
ministro, con lo que se reduce a la centésima parte la pérdida de energía en la línea, que 
tiene una resistencia dada. 


Son conocidas las aplicaciones del efecto Joule a la calefacción eléctrica, fusibles, hornos 
eléctricos, etc.. 


6.6. Generador. Fuerza electromotriz 


Volvamos a considerar la situación que planteábamos al iniciar el estudio de la 
Electrocinética. Se tenían dos conductores A y B cargados a potenciales V, y Vg, siendo 
Va > Va: Al ponerlos en contacto mediante un tercer conductor C, se producía un paso 


de cargas de uno a otro hasta que se igualaban los potenciales de A, B y C. Esto quiere de- 
cir que la corriente eléctrica en C subsiste mientras se mantengan diferentes V AY Va: 


Cuando se igualen estos potenciales, se anulará la intensidad de la corriente en C. 


Si quisiéramos mantener constante la 
intensidad | de la corriente deberíamos, 
mediante un cierto dispositivo, devol- 
ver al conductor de origen A (Figura 
6.5) las cargas que han pasado a B, resti- 
tuyéndoles la energía que perdieron al 
pasar del primero al segundo. De esta 
manera se mantendrá invariable la di- 
ferencia de potencial entre A y B y por 


tanto, la intensidad | de la corriente que l 
recorre C. Figura 6.5 


El dispositivo que realiza esta función 

se denomina generador y se ha simbolizado en la Figura 6.5 mediante dos trazos parale- 
los de distinta longitud. El generador debe contener conductores a través de los cuales 
puedan pasar las cargas a las que se suministra energía. Estos conductores tendrán una 
determinada resistencia r, a la que llamamos resistencia interna del generador. Es igual 
al cociente entre la potencia calorífica que se desprende en su interior por efecto Joule y 
el cuadrado de la intensidad de la corriente. El trazo largo representa el terminal del ge- 
nerador conectado al punto de potencial más alto (polo +) y el corto al terminal de po- 
tencial más bajo (polo —). Así pues, en un generador, la corriente debe penetrar por el 
polo (-) y salir por el polo (+), ya que toma cargas de baja energía y las entrega a energía 
más elevada. 


Por lo que acabamos de decir, un generador tiene que suministrar energía eléctrica a las 
cargas que pasan a través de él. Para que ello sea posible, deberá consumir energía de 
otro tipo de un agente exterior al circuito y transformar, al menos una parte de ésta, en 
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energía eléctrica. Según el principio de conservación, la energía no eléctrica consumida 
del exterior debe aparecer: una parte en forma de energía eléctrica que se suministra a las 
cargas y el resto en forma de calor que se desprende, por efecto Joule, en los conductores 
interiores al generador. 


Si admitimos que para hacer circular una corriente de intensidad | el generador con- 
sume una potencia (no eléctrica) P y para hacer circular una corriente de intensidad nl 
consume una potencia nP, o sea que la potencia no eléctrica consumida del exterior es 
proporcional a la intensidad de la corriente generada, podremos escribir: 


P= #l 


donde #es un factor de proporcionalidad característico del generador que recibe el nom- 
bre de fuerza electromotriz (f.e.m.). 


De todo lo anterior y aplicando el principio de conservación de la energía, atendiendo a 
la potencia, resulta: 


El = (V Vel + ri? 
Dividiendo los dos miembros de esta ecuación por | resulta: 


Esta ecuación nos proporciona la diferencia de potencial (d.d.p.) entre los terminales A y 


B del generador en función de sus magnitudes características (f.e.m. Y y resistencia in- 
terna r) y de la intensidad | de la corriente que lo atraviesa. De aquí se desprende que la 
f.e.m. tiene las mismas dimensiones que la diferencia de potencial y por tanto se medirá 
también en volt. 


Esta d.d.p. entre los terminales no es una magnitud característica del generador, pues 
depende de |, la cual depende del circuito exterior. La d.d.p. será máxima cuando el gene- 


rador esté en circuito abierto (l| = 0), en cuyo caso coincide con £. También sucedería lo 
mismo en el caso ideal de r=0. Por ello, si se ha de mantener, en una línea, una 
d.d.p. estable cuando en aquélla puedan producirse variaciones de consumo apreciables, 
deberá alimentarse mediante un generador de resistencia interna lo más baja posible. 


6.7. Asociación de generadores 
6.7.1. Asociación en paralelo 


Diremos que un cierto número de generadores están asociados en paralelo cuando 
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unimos a un punto Á los terminales de un mismo signo y a otro punto B los terminales 
del signo contrario. Imaginemos que conectamos en paralelo tres generadores exacta- 
mente iguales entre los puntos A y B, así como una resistencia R en derivación con los 
generadores mencionados. Cada uno de ellos enviará al circuito exterior la misma in- 
tensidad de corriente |. Por el principio de conservación de la carga, la intensidad l de la 
corriente que circula por R será tres veces mayor, l =31. Por otra parte, 


Va=Vg = $-rl 
luego 


y F- (Va - Va) 
m r 


F-(V,-V 
cian E 


3 


Por tanto, si quisiéramos hacer circular por R una 

Figura 6.6 corriente de intensidad |” manteniendo entre A y B 

la misma tensión, podríamos sustituir los tres gene- 

radores iguales por uno solo de igual f.e.m. y resis- 

tencia interna igual a la tercera parte de la resistencia interna de cada uno de los genera- 
dores asociados. En general, en una asociación en paralelo de n generadores exactamente 


iguales, de f.e.m. Z y resistencia interna r, el generador equivalente tendrá una f.e.m. 


aq =$ 
y una resistencia interna 

r om r 

eq n 


6.7.2. Asociación en serie 
Diremos que un cierto número de generadores están conectados en serie cuando una- 
mos entre ellos terminales de signo distinto, tal como se indica en la Figura 6.7. En tal 


caso, sabemos que las d.d.p. en terminales de cada generador satisfacen las ecuaciones si- 
guientes: 
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< 
O 
l 
< 
z 
l 
RSS 
| 
N` 


que sumadas dan: 
Vp- Vum = tata) -+r +r) 


Podríamos hacer circular entre M y P una co- 
rriente de igual intensidad, manteniendo la 


; : A é, z, % 
misma d.d.p. entre dichos puntos, sustituyendo és ÉS E 
los tres generadores por uno cuya f.e.m. fuera 1 f E 
la suma de las tres de los generadores asociados — Hz ee 
y cuya resistencia interna fuese la suma de las M N O P 
resistencias internas de los generadores asocia- AMS S 
dos. En general, cuando se tengan n generado- l 
res en serie, el generador equivalente tiene por 
f.e.m. la .e.m. istencia in- n 
e suma de las f.e.m. y por resistencia in Figura 6.7 


terna la suma de las resistencias internas de los 
generadores asociados. 


6.8. Receptor. Fuerza contraelectromotriz 


Llamaremos receptor a todo dispositivo que transforme energía eléctrica en energía de 
cualquier otro tipo (mecánica en el caso de los motores, química en el caso de los acu- 
muladores o las cubas electrolíticas, etc.). Todo receptor debe contener conductores que 
permitan el paso de cargas eléctricas y estos conductores tendrán una cierta resistencia 
eléctrica Y a la que se da el nombre de resistencia interna del receptor. 


No toda la energía eléctrica consumida podrá transformarse en energía útil, pues parte 
de aquélla aparecerá en forma de calor que se desprende por efecto Joule en el interior 
del receptor. 


Si suponemos que la potencia útil (no eléctrica) que 


entrega el receptor es proporcional a la intensidad de SEO 
la corriente que lo atraviesa, podremos escribir: — K) 
, M N 
P= g| —> 


El factor de proporcionalidad *” es característico del 
receptor y recibe el nombre de fuerza contraelectro- Figura 6.8 
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motriz del mismo. Según el principio de conservación de la energía, si entre M y N te- 
nemos un receptor recorrido por una corriente de intensidad | (Figura 6.8), deberá cum- 
plirse: 


Vu- Yn! = FP 1+rf 


y dividiendo por I los dos miembros, queda: 


expresión de la d.d.p. entre los terminales del receptor. 

En la ecuación (6.7) se tiene como minuendo el poten- g 5 

cial del punto de donde procede la corriente y como A | 4 
sustraendo el del punto a donde se dirige a través del —— 


receptor. Veamos que, de hecho, un receptor actúa | 
como una f.e.m. negativa. En efecto, si entre los puntos 
M y N existiera un generador de resistencia interna r’ 


(Figura 6.9), deberíamos escribir: Figura 6.9 


VWy-Vy = 9-51 


y si hacemos igual a -£” la f.e.m. del generador $, la anterior ecuación quedaría en la 
forma 


Va=Vy = 7 -ri 


que es la misma ecuación (6.7), que ya sabíamos que se cumple. Así pues, al poder hacer 
g$'”=-S, la fuerza contraelectromotriz puede considerarse que es una f.e.m. negativa. 


El siguiente razonamiento es más conceptual y lleva al mismo resultado: una f.e.m. es 
el cociente entre una potencia no eléctrica consumida y la intensidad de corriente. Una 
fuerza contraelectromotriz es el cociente entre una potencia no eléctrica consumida ne- 
gativa (pues el receptor la produce) y la intensidad de la corriente. En este sentido, la 
fuerza contraelectromotriz puede considerarse como una f.e.m. negativa. 


Es fácil ver que si la corriente penetra por el polo posi- 


tivo de un generador, éste se comportaría como un re- g r 
ceptor. s ——] a ¿ERRE 
M N 
mr 


En efecto, al pasar de M a N (Figura 6.10), las cargas l 
pierden energía potencial eléctrica, la cual deberá apa- 

recer en otra forma. Esto es lo que sucede en un recep- Ñ 

tor. Así pues, si en un circuito penetra la corriente por Figura 6.10 
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el polo positivo de un generador, la f.e.m. de éste deberá contar negativamente. 


6.9. Circuito de malla única con generadores y resistencias 


A partir de las ecuaciones obtenidas ante- 

riormente, vamos a deducir las ecuacio- g 

nes que rigen los circuitos en los que se Up 
incluyen generadores y resistencias for- A E 
mando una malla única. Consideremos el f 


circuito de la Figura 6.11. 
Ri ) R 8, 


Queremos determinar la intensidad de la 
corriente que por él circula y todas las 
d.d.p. que podamos imaginar en el cir- Ra 

cuito, conociendo las f.e.m. y las resisten- B 

cias. Para ello, asignaremos arbitraria- EA c D 

mente un sentido de recorrido a la co- 

rriente. Si al resolver las ecuaciones que 

obtengamos saliera una intensidad nega- Figura 6.11 

tiva, el valor absoluto del resultado sería 

el correcto pero el sentido de la corriente 

sería el opuesto al elegido. En estas circunstancias y dado que por todos los elementos 
del circuito circula la misma corriente de intensidad |, tenemos: 


j 
Va- VE = ALA | 
Ve- VAa = -R;,! | 
| 
Ve-Va ON | e 
6.8, 
Ve-Vp = -rl 
Ve- Ve = - R}! J 


Sumando todas las ecuaciones queda: 
0 = (8, - % + %) — (1, + R +r + R, +r + R)I 


Por tanto, podremos escribir finalmente: 
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DI% 


(6.9) 


donde Ses la suma algebraica de las f.e.m. presentes y R la resistencia total del circuito. 


En la suma Y cuentan positivamente las f.e.m. de los generadores en los que la corriente 
penetra por el polo negativo y cuentan negativamente las f.e.m. de los que reciben la co- 
rriente por su polo positivo. La resistencia R incluye las resistencias internas de los ge- 
neradores. En lo anterior, debe comprenderse que los receptores se consideran como ge- 
neradores de f.e.m. negativa. 


La ecuación (6.9) constituye la expresión matemática de la ley de Ohm correspondiente a 
un circuito completo (de malla única). 


Sumando las dos primeras ecuaciones (6.8) queda: 
y sumando las cuatro primeras: 
Vo" Ve = (8, - $) — (1, +R + ro + R| 


con lo que resulta que, en general, la d.d.p. entre los extremos de un tramo del circuito 
es igual a la suma algebraica de las f.e.m. presentes en el tramo menos la caída Óhmica 
de tensión que se produce en las resistencias de dicho tramo (ley de Ohm para un tramo 
de circuito). 


6.10. Leyes de Kirchhoff 


En muchas ocasiones, los circuitos no son tan simples como el analizado anteriormente. 
En general, podrá tratarse de redes eléctricas constituidas por un gran número de con- 
ductores y generadores, dispuestos de todas las maneras posibles e imaginables, que ofre- 
cen diversos caminos a la corriente eléctrica. Si se conocen las f.e.m. de los generadores y 
las resistencias de los conductores de una red, la aplicación reiterada de la ley de Ohm 
puede permitirnos calcular las intensidades de las corrientes que circulan por las distin- 
tas ramas de la red. Para sistematizar la labor, disponemos de dos leyes formuladas por 
Kirchhoff y que expondremos más adelante. Antes, será conveniente definir conceptos 
tan importantes como los de nudo y malla de una red. 


En una red eléctrica, llamaremos nudo al punto de concurso de tres o más conductores y 
llamaremos malla a cualquier circuito cerrado que pueda recorrerse dentro de una red 
sin pasar dos veces por un mismo nudo. En el circuito de la Figura 6.12, son nudos los 


puntos A, B,C y D; y son mallas los circuitos ABDA, DBCD, ADC R¿SA y también son 
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mallas ADBC REA, CDBAS¿R¿C, etc.. Pasemos a enunciar las leyes. 


La primera ley de Kirchhoff hace refe- 

rencia a los nudos y se basa en el prin- 

cipio de conservación de la carga eléc- 

trica, según el cual en ningún punto de 

un circuito puede crearse o destruirse 

carga. Esto quiere decir, por ejemplo, 

que la carga que llega a un nudo en la 

unidad de tiempo debe ser igual a la A 
que sale de él en el mismo tiempo. 
Atendiendo a las intensidades de co- 

rriente, si considerásemos positivas las 

de las corrientes que llegan a un nudo y 
negativas las de las que salen de él, del 
principio mencionado se deduce que, 

para cada nudo, la suma algebraica de Figura 6.12 
las corrientes que concurren en él es 

nula. 


Para cada nudo: 
J 


La segunda ley de Kirchhoff hace referencia a las mallas y es consecuencia del principio 
de conservación de la energía. Ya fue deducida cuando obtuvimos la ley de Ohm. La se- 
gunda ley de Kirchhoff dice que, para cada malla, 


2% = ÈR h (2% ley) 


La suma algebraica de las f.e.m. pertenecientes a ella es igual a la suma algebraica de los 
productos Ri lj , Siendo Ri la resistencia de la rama ij de la malla e |, la intensidad de la 
corriente que circula por dicha rama. Los sumatorios están extendidos a todas las ramas 
de la malla. Las f.e.m. y las intensidades podrán ser de uno u otro signo. 


La aplicación desordenada de las dos leyes puede conducir a la obtención de ecuaciones 
que no sean linealmente independientes. Para evitar esto, conviene seguir el procedi- 
miento siguiente: 


1% Dada una red, conocidas todas las f.e.m. presentes y todas las resistencias, se 
asigna arbitrariamente una letra identificadora y un sentido a cada una de las 
corrientes de rama. Si, al resolver posteriormente las ecuaciones obtenidas, ha- 
llamos que una o varias intensidades son negativas, sus valores absolutos serán 
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válidos, pero los sentidos correctos de las correspondientes corrientes serán los 
opuestos a los que se asignaron arbitrariamente. 


2° Se aplica la primera ley a tantos nudos como sea posible, procurando cada vez 
que intervenga una corriente que no haya aparecido en las anteriores ecuacio- 
nes. Cuando, en las ecuaciones obtenidas, hayan aparecido todas las corrientes 
de rama, se deja de aplicar la primera ley puesto que, a partir de entonces, cual- 
quier otra ecuación que se obtenga sería combinación lineal de las anteriores. 


3% A cada malla se le asigna un sentido de recorrido arbitrario y se aplica la se- 
gunda ley a tantas mallas como sea posible, procurando que cada vez inter- 
venga un conductor o rama que no haya intervenido en las anteriores ecuacio- 
nes. Hecho esto, la aplicación de la segunda ley a otras mallas daría ecuaciones 
que serían combinación lineal de las anteriores. En la aplicación de la segunda 
ley de Kirchhoff, las intensidades de las corrientes de rama cuyo sentido 
(asignado desde un principio) sea el opuesto al de recorrido de la malla se con- 
siderarán negativas, así como las f.e.m. en las que este sentido de recorrido hi- 
ciera pasar del polo positivo al negativo a través del generador. 


La aplicación de las dos leyes de Kirchhoff da lugar a un sistema de ecuaciones, todas in- 
dependientes, cuya solución nos permitirá obtener los valores de las cantidades incógni- 
tas. 


Para fijar ideas, vamos a tratar un ejemplo ilustrativo. Consideremos la red presentada 
en la Figura 6.12. 


En la Figura 6.13 aparecen cada una de las co- 
rrientes de rama y los sentidos positivos arbi- 
trariamente asignados. Aplicando la primera 
ley al nudo A: 


37 P = 0 (6.10) 


Aplicándola al nudo B: 


l4 Fa p = la = 0 (6.11) 
y aplicándola al nudo C: 
l4 + l5 - ls = 0 (6.12) 
Figura 6.13 Como ya han aparecido todas las corrientes de 


rama, dejamos de aplicar la primera ley y pa- 
samos a aplicar la segunda. 
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Malla ABDA: 


Se le asigna un sentido positivo de recorrido (p. ej., el horario) y al contar positivamente 
las f.e.m. en las que este sentido indique una penetración por el polo negativo y negati- 
vamente aquellas en que el sentido indicara una penetración por el polo positivo, la 
suma de las f.e.m. en esta malla sería Y, +8,-— 8. Contando positivamente las co- 
rrientes cuyo sentido asignado inicialmente coincida con el positivo de recorrido de la 
malla y negativas las otras, la segunda ley de Kirchhoff da: 


8, + $ - $ = Ry ly + Rolo - Ral (6.13) 


Haciendo lo mismo con la malla DBCD: 


8, - 8, = Raly — Rolo — Rol (6.14) 
Y con la malla ADCR¿SA: 
$, + $ = R, l} + Rs lg + Ro le (6.15) 


Se deja de aplicar la segunda ley, pues han intervenido ya todos los conductores de la 
red. Las ecuaciones (6.10), (6.11), (6.12), (6.13), (6.14) y (6.15) constituyen un sistema de seis 
ecuaciones lineales independientes con seis incógnitas. Resolviéndolo, se obtienen las 
seis intensidades de corriente de rama. 


6.11. Asociación de resistencias 


Las resistencias pueden asociarse en serie, en paralelo o en montaje mixto. 


6.11.1. Resistencias en serie 


Cuando las resistencias se conectan a con- 


tinuación unas de otras, como se indica en R; Ro Pa 
; : AMW MAMMA e — 

la Figura 6.14, por todas ellas circulará la M N O P 
misma corriente y se dice que están aso- 

Š A — 
ciadas en serie. i 
Si aplicamos la ley de Ohm a cada una de i 
ellas, se tiene: Figura 6.14 
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y sumando miembro a miembro estas ecuaciones, tenemos: 
Vu ~ Vp = (R4 + R, + Ra) | 


o sea que varias resistencias asociadas en serie equivalen a una resistencia única igual a 
la suma de las resistencias componentes, pues el mismo efecto se tendría si en vez de las 
resistencias en serie conectáramos entre M y P una resistencia 


R = ÈR 


6.11.2. Resistencias en paralelo 


Cuando se lleva a un punto A un extremo de cada resistencia y los otros extremos se lle- 
van a un punto B, diremos que las resistencias están asociadas en paralelo (Figura 6.15). 
Todas ellas están sometidas a la misma d.d.p. (la existente entre los puntos A y B) y ten- 
dremos: 


Lo que nos indica que la corriente que llega a un sistema de resistencias en paralelo se 
reparte entre ellas con intensidades inversamente proporcionales a las resistencias. 
Ahora bien, de (6.716) resulta 


V-V 
l. . A (i = 1,2,3,....n) 


y sumando estas n ecuaciones: 
1 
AE AA F R; 


y como el recíproco de la resistencia es la 


conductancia, la última ecuación la podría- A : 
mos escribir en la forma: Fig má 
l= V,-Va ÈG, 
lg 
donde G; es la conductancia de la derivación 
i-ésima. Pero como sabemos, Figura 6.15 


| = (V,-Vg) G 


y comparando esta ecuación con la anterior, resulta 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


Corriente continua 113 


G = ÈG 


es decir, que al tener un sistema de conductores derivados entre dos puntos, el conjunto 
equivale a un conductor único cuya conductancia sea igual a la suma de las conductan- 
cias de los conductores componentes. La resistencia de este conductor equivalente esta- 
ría relacionada con las de los componentes y la última ecuación nos da 


s- Z4 


es decir, la resistencia equivalente es 
menor que la más pequeña de las resis- 
tencias derivadas. 


Si tuviéramos un montaje mixto 

(Figura 6.16), reduciríamos previa- R; 

mente los conductores derivados a uno 

que cumpliera lo que acabamos de ver y 

el problema de hallar un conductor 

equivalente a todo el conjunto queda- 

ría reducido al problema de resistencias Figura 6.16 
en serie. 


6.12. Puente de Wheatstone 


Para medir con precisión una resis- 
tencia puede utilizarse el llamado 
puente de Wheatstone, el cual consta 
de cuatro resistencias, un galvanó- 
metro o instrumento de cero G y una 
batería, dispuestos como se indica en 
la Figura 6.17. Una de las resistencias 
es la incógnita, por ejemplo la Rs y 
de las otras tres, una o varias son va- 
riables a voluntad. Supongamos va- 
riable R} y conocidas R} y Ry. 
Manipulando R¿, podemos conse- 
guir que por el galvanómetro no 
pase corriente, lo que se ve porque el 
instrumento señala el cero de la es- 
cala. En tales circunstancias, los pun- 
tos C y D estarán al mismo potencial 


y se cumplirá: Figura 6.17 Puente de Wheatstone 
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Va- Veo = Va-Vo = R4 =R 
Vo-Va = Vo-Va > R4 = Ral 


y dividiendo ordenadamente, resulta: 


EE 
o sea que 
R 
4 
Rs = R4 Ra (6.17) 


Cuando el galvanómetro no señala paso de corriente, se dice que el puente está equili- 
brado y en ese caso se cumple la ecuación (6.17) y podremos determinar la resistencia in- 
cógnita Rs si se conocen Ry, Ry y Ra. 


Un tipo de puente de Wheatstone 
conocido es el puente de hilo. En él, 
las resistencias R, y R, son las dos 
partes de un hilo conductor de resis- 
tividad p y sección S constante. El 
contacto entre G y el hilo se realiza 
mediante un cursor que puede mo- 
verse libremente a lo largo del hilo 
AB, el cual está tendido sobre una re- 
gla graduada que nos permite deter- 
minar, en todo momento, la posi- 
ción del cursor respecto a los extre- 
mos À y B (Figura 6.18). Moviendo el 
cursor, podemos equilibrar el 
puente. Una vez equilibrado, leere- 
mos sobre la regla graduada las lon- 
gitudes £, y £4. Las resistencias Rz y 
R4 son: 


me 


R = p 


con lo que 
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y entonces 
La 
Rs = R} r (6.17 bis) 
3 


Conociendo R}, quedará determinada la resistencia incógnita a partir de las lecturas £, y 
£,- 
4 


6.13. Carga y descarga de un condensador 


6.13.1. Proceso de carga 

Supongamos que se dispone de un condensador, inicialmente descargado, y que forma 
parte del circuito de la Figura 6.19. Si, en el instante inicial t=0, cerramos el interrup- 
tor Y, ponemos en comunicación las dos armaduras a través de la resistencia R, con lo 
que pasarán cargas de una armadura a la otra y el condensador empezará a cargarse. 


En el instante t, la carga del condensador será 


q y en un instante posterior t+ dt, su 
carga será q + dq; esto es, se habrá incre- e 
mentado en dq. Como el tiempo dt es tan y% 

a c 
corto, durante él podemos considerar que la g q- 
intensidad de la corriente no ha variado y 
por tanto: 


dq = idt Figura 6.19 


Aplicando la ley de Ohm al tramo exterior al 


condensador, resulta que la d.d.p. entre sus extremos es -Ri y como estos extremos 


son las armaduras del condensador, entre las cuales la d.d.p. es as podremos escribir 


._ E 
-Ri = ọ 


en todo instante t del proceso de carga, o sea: 


dq _ q dq _ q 
-R w =C TR Ra =C? 
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dq _ dt 
æ-q AO 


Integrando resulta: 


luego 
CF- q=K e YRC 


es decir 
q = CF-Ke RC 
para t=0 , q=0 conloque K=C Y y finalmente: 


q = CF (1 -e PC) 


Esta es la ley que rige los procesos de carga de los condensadores. Cuando t tienda a infi- 
nito, q tiende a C Ẹ que sería el valor final que alcanzaría la carga del condensador. 


En teoría, el condensador tarda un tiempo 
infinito en cargarse. En realidad, transcu- 
rrido un tiempo finito, la diferencia entre 


la carga existente y C $ es tan pequeña que 
puede considerarse que el condensador ya 
está cargado, según puede verse en la grá- 
fica de la Figura 6.20. 


Existe una medida de la rapidez o lentitud 
con que se carga un condensador. Es la 
llamada constante de tiempo 1=RC. 
En efecto, representa el tiempo que tarda el Figura 6.20 

condensador en alcanzar una carga igual al 

producto de la final por (1—e”?), o sea, 

en alcanzar una carga aproximadamente igual al 63% de la carga final. Si t es pequeña, el 
proceso de carga será más rápido que si es grande. 
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6.13.2. Proceso de descarga 


Supongamos que disponemos de un condensador 
cargado con una carga Q, y que, en el instante 
t=0 ponemos en contacto sus armaduras a 
través de una resistencia R (Figura 6.21). El con- 
densador iniciará su descarga pasando electrones 
libres de la armadura negativa a la otra. Si en el 
instante t su carga es q, en el instante t+ dt su 
carga será q- dq, puesto que se está descar- 
gando. En consecuencia, la intensidad de la co- 


rriente de descarga será i=- gq y en cualquier 
instante t debe cumplirse: 

a Riz dq dq dt 

C AERAN 3 q “TRC 
integrando, resulta: 

t 
hnq =-~ RG + InK 
o sea: 
t t 
ng =- 6 > q = Kexp (- AG) 


y como para t=0 , q=0, , resulta: 


q= Q, g URC 
La gráfica de esta ecuación puede verse en 

la Figura 6.22 y también resulta ahora que el 

tiempo que tarda en descargarse el conden- q 
sador es infinito. Ahora bien, en la gráfica Qo 
se aprecia que al cabo de un tiempo finito el 
condensador está prácticamente descargado 

del todo. También ahora podemos tener 

una medida de la rapidez de la descarga a 

través de la constante de tiempo t=RC 

que sería el tiempo que tarda el condensa- 

dor en reducir su carga a un valor igual al 
producto Q; e`! que es, aproximada- Figura 6.22 
mente, el 37% de la carga inicial. 
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6.14. Teorema de la superposición 


Consideremos ahora una red cualquiera (Figura 6.23) en la que vamos a considerar que 
las resistencias de los generadores están incluidas en las resistencias en serie con ellos. A 
cada una de las mallas, 1, 2 y 3, se le asocia una corriente de malla en el sentido indi- 
cado, el cual es arbitrario. Se sobreentiende que la corriente que recorra un tramo común 
a dos mallas tendrá como intensidad la suma algebraica de las intensidades de las dos 
mallas contiguas. Así, la segunda ley de Kirchhoff, aplicada a la malla 1, da: 


€ +%-% = Ril +R (1,1) +R (1,1) = (R,+R2+R)1=R,L=Rala (6.18) 


Llamaremos resistencia propia de la malla 
1 a la magnitud 


Ra: = R; +R, +R, 


y llamaremos resistencia compartida por 
las mallas 1 y 2a 


y resistencia compartida por las mallas 1 y 
3a 


Rig = Rg = -R 
Figura 6.23 
y la ecuación (6.18) podrá escribirse: 
8 +2-8% = Ryl + R42 l2 +R; la 
y análogamente, 
98 -85-8 = Ra, l + Roo lo + R33 l} (6.19) 
8 +8+8 = Ral, +Rgol + Ry l3 
donde 
Roo = R, + R; + Rg 
Ros = R = -R5 
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las tres ecuaciones del sistema (6.19) son independientes y permiten despejar las tres in- 
cógnitas 

8 +8-£ R 
8, 8-8, Ras 
E+8E¿+8% Rag 


que podemos escribir en la forma: 
l, = a% +a, 8 +a, 8 +2, +a; +29,% 


E, + r + r , , 
l = 4% ta h tag htag tastas 


pae +r ++ ” lid +i r 
h = a% +a”, +a" +a +9 ta 


Las intensidades |; de las corrientes de malla son funciones lineales de las f.e.m. presen- 
tes en la red. Como cada intensidad de corriente de rama es una combinación lineal de 
dos intensidades de corriente de malla, también será función lineal de las f.e.m. presen- 
tes. Teniendo entonces en cuenta las propiedades de las funciones lineales, podremos 
enunciar el teorema de la superposición: La intensidad de la corriente que circula por 
una rama cualquiera de una red eléctrica es igual a la suma algebraica de las que circula- 
rían por dicha rama si actuara cada una de las f.e.m. por separado estando los demás ge- 
neradores sustituidos por sus resistencias internas. 
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Capítulo 7. Magnetismo en el vacío 


Se ha visto ya el comportamiento de las distribuciones de carga en reposo o que se com- 
portan como si lo estuvieran. En el capítulo de Electrocinética, analizamos el movi- 
miento de cargas y algunos fenómenos relacionados con dicho movimiento. Ahora pa- 
saremos a estudiar ciertos fenómenos en los que aparecen fuerzas debidas al movi- 
miento de las cargas eléctricas. Es decir, fuerzas que no se producen cuando las cargas es- 
tán en reposo y que, por lo tanto, no explica la Electrostática. Esta parte de la Electricidad 
que relaciona el movimiento de las cargas con las fuerzas que origina se denomina 
Electrodinámica o Electromagnetismo. Esta segunda denominación se debe a que, según 
ya dijo Ampère, las fuerzas ejercidas por los imanes se deben a corrientes existentes en 
el interior de éstos. Como con anterioridad a Ampére no se conocía nexo alguno entre la 
Electricidad y el Magnetismo, el descubrimiento del físico francés hizo que se unieran 
estos dos términos. El Magnetismo, pues, pasa a ser un capítulo de la Electricidad. 


En los primeros temas que siguen, determinaremos las leyes del Magnetismo corres- 
pondientes a las corrientes de cargas libres, estacionarias y en presencia de materiales no 
magnéticos o del vacío. Después, se estudiará el magnetismo asociado a las corrientes 
variables en el vacío o en presencia de materiales no magnéticos y más adelante se in- 
troducirán los materiales magnéticos, se analizará su comportamiento y veremos cómo 
su presencia modifica las leyes del Magnetismo. 


Así pues, comenzaremos considerando corrientes estacionarias de cargas libres en el va- 
cío o en presencia de materiales no magnéticos. 


7.1. Fuerza magnética 


El punto de partida del Magnetismo es la llamada ley de la fuerza magnética que estable- 
ceremos sin demostración. De todos es sabido que dos circuitos recorridos por sendas co- 
rrientes se ejercen entre sí fuerzas que son naturalmente determinables. Así, dos hilos 
rectos, independientes y paralelos, recorridos por corrientes de intensidades respectivas 
|, € lẹ; se ejercen fuerzas que son proporcionales a l lẹ € inversamente proporcionales a 
la distancia p que separa los hilos. Si los circuitos considerados tienen una forma cual- 
quiera, la ley que establece la fuerza magnética entre ellos es mucho más complicada. 
Deducirla es farragoso, por lo que nos limitaremos a escribirla sin demostración, te- 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


122 Magnetismo 


niendo presente que todas las conse- 
cuencias que de ella se deducen están 
corroboradas por la experiencia. 


Así pues, consideremos un elemento 


> 
d£, del circuito a recorrido por una co- 
rriente de intensidad |, y un elemento 


d2, del circuito b recorrido por una co- 
rriente de intensidad |, (Figura 7.1). La 
hipótesis que formulamos es que este 
último está sometido a una fuerza que 
le ejerce el circuito a y que la contribu- 


Figura 7.1 


—) 
ción de d£ a a dicha fuerza es 


(7.1) 


donde: 
Ho es una constante universal llamada permeabilidad magnética del vacío 
cuyo valor en el Sl es 41-107 N:-A? 


> > 
r esla distancia que separa los elementos d£, y d£, 


> 
r 


> > 
q es un vector unitario dirigido de df, a af). 


Sumando las contribuciones (7.1) de todos los elementos del circuito a, tendremos la 


=> 
fuerza que éste ejerce sobre d£,: 
> u > de, At, 
dE, = 2 1.1 df aġġ — (7.2) 
a 


> 
De esta manera, a cada d£, estará aplicada una fuerza dada por (7.2). O sea, tenemos un 
sistema de fuerzas distribuidas sobre el circuito b. Su resultante general será, pues: 


> > > 
z ñ d£, A (de, A n) 
Fe = TP l s$ È T (7.3) 
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— 
El cálculo de F „p se podrá realizar analíticamente siempre que los circuitos en presencia 
tengan una geometría sencilla. 


7.2. Inducción magnética. Ley de Biot-Savart 


Las fuerzas magnéticas que la corriente en el circuito a ejerce sobre los elementos del cir- 
cuito b se pueden considerar como la interacción entre la corriente de intensidad lą y el 
campo que crea el circuito a en los puntos del circuito b. Esto es análogo a lo que se hacía 
en Electrostática en donde la fuerza que se ejerce sobre una carga puntual Q se conside- 
raba que era la interacción entre esta carga y el campo que actuaba sobre ella. Así pues, 
volviendo a la expresión (7.3) de la fuerza magnética, la podemos escribir en la forma: 


> > 
> > qu d£. AR > > 
Fp = „$ dí, ne K e =h dí, ABa (7.4) 
b a b 
siendo 
S _ Po dpan A E 


> 
B, es una magnitud que depende exclusivamente de cantidades propias del circuito a y 
del punto del campo (a través de r), a la que se da el nombre de inducción magnética que 


y 
crea el circuito a en el punto donde se halla el elemento de corriente |, d£,. Es frecuente 
> 
llamar a B campo magnético. Su unidad SI es el tesla (T). Antiguamente, se utilizaba la 
unidad electromagnética llamada gauss (G) y su equivalencia es 1 T = 10% G. 
La definición (7.5) constituye la ley de Biot y Savart. La integración puede ser difícil, pero 
> 
de (7.4) deducimos que sobre un elemento de hilo d£ por el que circula una corriente de 


> > 
intensidad len una región donde la inducción magnética es B, se ejerce una fuerza dF 
dada por: 


> > > 
dF = Id? a B 
Si la corriente estuviera distribuida por el espacio con una densidad J A/m?, sería |=J 


dS y entonces 


> > > 
1d£ e JdS dêl = J dř 
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con lo que la expresión (7.5) quedaría en la forma: 


=> 


A 
B = 2 7 d (7.6) 
T’ 


La integración se realiza sobre cualquier volumen t’ que incluya todas las corrientes y es 
convergente también para puntos interiores a la distribución. Por ahora, supondremos 


> 
que J no es función del tiempo y que no hay materiales magnéticos en el campo. 


—) 
Las líneas de inducción son líneas tangentes a B en cada punto y el flujo de inducción se 


define por: 
> > 
o- $36 
S 


Su unidad SI es el weber (Wb). 


Ejemplos 
Inducción magnética creada por una corriente rectilínea indefinida 


Consideremos un conductor filiforme indefinidamente largo recorrido por una co- 
rriente de intensidad | y busquemos la inducción magnética que crea en un punto P si- 
tuado a una distancia a (Figura 7.2). Según la ley 
de Biot y Savart, todos los elementos de corriente 
crearán en P una inducción magnética perpendi- 
cular al plano del dibujo y de igual sentido. Por 


—> 
tanto, la B resultante será también de igual direc- 
ción y sentido y su módulo será igual a la suma 
de los módulos. La inducción magnética creada 


> 
en P por un elemento genérico d£ será: 
> > 
> Ho , Lar 


dB = 2 | 1 
áx r2 


y su módulo: 


_ Ho , dl sina Figura 7.2 
4T r2 
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Si con centro en P y radio r trazamos un arco de circunferencia que sea un cateto del 
—) 
triángulo cuya hipotenusa sea d£ y es 0 el ángulo que forma el vector de posición con 


> 
la perpendicular al conductor, al pasar del origen al extremo de d£ este ángulo dismi- 
nuye una cantidad d9 y la longitud del cateto citado será r dð y como, por otra parte, el 
cateto es igual a la hipotenusa por el seno del ángulo opuesto, será: 


seno dl = r de 
además, tenemos: 
r cos = a 


y sustituyendo estas cantidades en la expresión de dB: 


T 
2 
B = Po’ cosð dð = 0 
4 T 2ra 
2 


La simetría axial que establece la corriente, hace que lo que hemos visto para este plano 
sirva para cualquier otro plano meridiano. De aquí resulta que las líneas de inducción 
serán circulares, situadas en planos normales a la corriente y centradas en ellas. 


Fuerza por unidad de longitud entre dos hilos paralelos e indefinidos 


Consideremos (Figura 7.3) dos corrientes rectilíneas, indefinidas, paralelas, del mismo 
sentido, separadas una distancia d y de intensidades respectivas |, e l. Vamos a analizar 


su interacción a la luz de los conocimientos ya adquiridos. El campo creado por la co- 
rriente de intensidad |, en los puntos de la otra será normal al plano del dibujo, dirigido 


hacia atrás y de módulo: 


Ba = lo 27 d 


Sobre un elemento de corriente l df, dicho campo ejerce una fuerza: 
> > > 
dF = lp d4 ^ Ba 
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cuyo módulo es 


l 
Z: EE 
Aj ha dFap = lb dés Ho Zx d 
De aquí resulta que la fuerza por unidad de longi- 
tud es: 
dFa dé, 
ab A dF ar _ Ho lah 
B, dl, 2 xd 


y será atractiva. Se comprende que si las corrien- 
tes tuvieran sentidos opuestos, cambiaría el sen- 


ido de d2 ode B, 
Figura 7.3 qOnos e E 


>) 
de dF.y y la fuerza sería repulsiva. 


lo que invertiría el sentido 


7.3. Acción de un campo magnético uniforme sobre una espira 


Vamos a considerar una espira pla- 
na, de forma cualquiera, recorrida 
por una corriente de intensidad | y 
busquemos qué acción le ejercería 


> A dl 
una inducción magnética B uni- = REZON OPL ALALLA M (x.y, 0) 
forme y que forme un ángulo q con ll 
la normal al plano de la espira, el 
cual tomaremos como plano Oxy 


-> 
(Figura 7.4). El campo B lo podemos 
— 
descomponer en dos: uno B, conte- 


=> 
nido en el plano Oxy y otro B, nor- 
mal al plano. Será, pues, 


Figura 7.4 


> > > 
B = B, +B, 


Como nada se ha establecido acerca de la dirección de los ejes en el plano, tomaremos el 
— 
eje Ox en la dirección y sentido de B,. Con ello, la fuerza que éste ejercerá sobre un ele- 


=>) 
mento de corriente |d será: 
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> > > 
io j k 
> > > > 
dF = Idf aB, = 1 [ox dy 0|=-IB,dyk 
B 0 0 


y la resultante del sistema de fuerzas que se ejercen sobre todos los elementos de co- 
rriente de la espira será: 


>) 
El sistema de fuerzas que actúa sobre la espira a causa de la acción de B, sería, en todo 


caso, un par. Busquemos su momento. Como el momento de un par es el mismo para 
todos los puntos del espacio, lo calcularemos para el origen de coordenadas. Así, el mo- 


— 
mento respecto a O de la fuerza dF que se ejerce sobre un elemento genérico sería: 


> > > 
i j k 
> > > > > 
dP = OMadF = -I B, |x y 0|=-I B (yoy -xay 1) 
0 0 dy 
> > > 
dP = -IB ydyi +1B,xgyj 


y el momento resultante, o momento del par, será: 


> > > > 
P -Pa 10, yo +19, Proy 


La primera de estas integrales es nula, según se ve fácilmente, y la segunda es igual al 
área S encerrada por la espira. Por consiguiente, 


> > 
P = IB Sj 


Este es el momento del par al que se reduce el sistema de fuerzas que actúa sobre la es- 
> 
pira debido a B,. 
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> 
Vamos a ver que el sistema de fuerzas que B, ejerce sobre la espira es equivalente a 
cero. 


=> 
En efecto, en la Figura 7.5, el campo B, es perpendicular al plano del dibujo y la fuerza 


> 
que ejerce sobre un elemento de corriente genérico |d£ es: 


> > > 
i j k 

> > >) > 

dF = Idf aB, =1|dx dy 0 IG dyi -B ax 3) 
0 0 B 


y la resultante general de las fuerzas será: 


=> > > 
F =1B, dy i - IB, dxj=0 


>) 
El sistema de fuerzas debido a B 2 Se reduciría, en todo caso, a un par. Calculemos su 


=> 
momento. El momento respecto a O de la fuerza dF que se ejerce sobre un elemento de 


=> 
corriente genérico |d% sería: 


> > > 
i j k 
> > > > 
dP = OMadF = I B, |x y 0| = IB, (-xdx - ydy)k 
dy -dx 0 


y el momento resultante será: 


> > > 
P = |B, (=x dx )k - IB, ydyk = 0 


pues son nulas ambas integrales. 


=> 
El sistema de fuerzas que actúa sobre la espira debido a B, es, pues, equivalente a cero. 
> > 
Así pues, sumando las acciones de B} y B, , resulta que el sistema de fuerzas que actúa 


> 
sobre una espira sometida a un campo magnético uniforme B cualquiera se reduce a un 
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par cuyo momento es: 


> > 


y e” dl 


> M (x,y, 0 
Llamando q al ángulo que forma B con rN 


la normal a la espira, será: 


B, = B senọ 


> > 
P=1|BS send ¡ 


Definamos ahora una magnitud vecto- 


rial M cuyo módulo sea M=1S, cuya Figura 7.5 

dirección sea la de la normal al plano de 

la espira y cuyo sentido sea el de avance 

de un sacacorchos que girara en el sentido que indica la corriente de la espira, resulta: 


> > 
P = MAB 
>) 
El vector M recibe el nombre de momento magnético de la espira. 


7.4. Fuerza magnética sobre una carga eléctrica en movimiento 


—> 
Cuando una carga eléctrica q se mueve por un campo magnético B, se halla sometida a 


> 
una fuerza F. Intentaremos relacionar ésta con la carga, el campo y el movimiento. Para 
ello, partiremos de la fuerza que se ejerce sobre un elemento de corriente por parte de 


=> 
un campo magnético B, la cual es, según sabemos: 


>) 


> > 
dF = |I dfa B 


Si suponemos que a la corriente sólo contribuyen portadores de carga q cuya concentra- 
ción es n y cuya celeridad es v, si es S la sección recta del elemento, sabemos que 


l= nqSv 
luego: 


> > 


—> 
dF = nqSv dfa B 
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> > 
y como v y d£ tienen el mismo sentido, 


> > 
vdl = v dł 


y entonces: 


> > > 
d = nqSdf vaB 


Pero en el elemento, el número de cargas q móviles es n S d y si suponemos que so- 
=>) 
bre cada una de ellas se ejercen fuerzas iguales F a causa de su movimiento, dicha 


=} 
fuerza se obtendrá dividiendo la fuerza dF por el número de cargas n S dê del ele- 
mento y queda: 


>) 
> dF > 
= nasag TAY 


> 
AB 


Esta es la expresión de la fuerza que actúa sobre una carga q por el hecho de moverse con 


> > 
velocidad v en un punto donde existe un campo magnético B. 


7.5. Movimiento de una partícula cargada en un campo magnético 
uniforme 


Supongamos que una partícula de carga q y masa m penetra en una región del espacio 
> 
en la que existe un campo magnético uniforme B. De momento, consideraremos el caso 
— 
en que la velocidad v de q sea perpendicular a 


> — 
B. La fuerza a que se encuentra sometida la O O B © 
partícula será, según hemos visto, 

> > y 

F=qv 


=> 
AB 


> >» > 
Luego, F será perpendicular a v ya B en todo 
—) 
punto. Si B es perpendicular al plano del di- 


bujo (Figura 7.6) y Y está contenida en él, la 


2 © © © 


=>) 
fuerza F también lo estará. Si q es positiva, F 
tendrá el sentido indicado en la Figura 7.6. En 
todo caso, la fuerza será siempre perpendicular Figura 7.6 
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a V, o sea, a la trayectoria de la partícula. El trabajo efectuado por la fuerza será, pues, 
nulo y en consecuencia, la energía cinética de la partícula permanecerá constante. Esto 
comporta que la celeridad v de la partícula sea siempre la misma, por lo que la fuerza 
tendrá un módulo constante F =qv B. La aceleración de la partícula deberá ser, pues, 
constante en módulo y normal a la trayectoria, ya que la aceleración tangencial es nula 
al ser v constante. Pero el único movimiento cuya aceleración es puramente normal y 
constante es el circular uniforme. La fuerza que origina un tal movimiento es la fuerza 
centrípeta, por lo cual podremos escribir: 


N 


V 
qvB = mR 


siendo R el radio de curvatura de la trayectoria que, en nuestro caso, será circular. De la 
última ecuación, resulta ser: 


mv 
El radio de la trayectoria es, como puede verse, proporcional a la celeridad de la partí- 
cula. El periodo de revolución de la partícula cargada, esto es, el tiempo que tarda en dar 
una vuelta completa, será: 


m 
=2r B 


Como puede verse, dicho periodo no depende ni de la velocidad de la partícula ni del 
radio de su trayectoria. 


— 
Si la velocidad de la partícula cargada no fuese perpendicular a B, siempre podríamos 
> > 73 > > 
descomponerla en suma Vv =u +v deuna componente u paralela al campo B y otra 


> > 
v’ perpendicular a dicho campo. La componente perpendicular v’ daría lugar a un mo- 
vimiento circular como el que hemos descrito, siendo su periodo de revolución T=21 


mv 
qB y su radio R=q B: 


. > > e . . .12 . 
En cambio, la componente u paralela a B daría lugar a un movimiento rectilíneo y uni- 


forme en la dirección de B, puesto que, según esta dirección, la fuerza F que se ejerce 
sobre la partícula no tiene componente alguna. En consecuencia, el movimiento resul- 
tante de la partícula cargada será helicoidal. La trayectoria, pues, será una hélice cuyo 
paso de rosca es: 


2xm 
h=uT=u-qB 
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— 
El eje de la hélice será, por supuesto, paralelo a B. 


7.6. Ciclotrón 


Una aplicación interesante de lo que acabamos de ver la tenemos en el ciclotrón, que es 
un acelerador de partículas ideado por Lawrence en 1931. Está constituido por dos elec- 
trodos achatados y semicilíndricos a los que, por su forma de letra “D”, se les llama “las 
dés del ciclotrón”. Vistos desde encima, presentan un aspecto como el indicado en la 
Figura 7.7 (a). Vistos de perfil, como el representado en la Figura 7.7 (b). Entre las dos dés 
existe un entrehierro en cuyo centro se instala la salida de una fuente de iones, los cua- 
les se pretende acelerar (punto O). Perpendicularmente a las dés está aplicado un campo 


magnético uniforme B, que se ha representado perpendicular al papel y apuntando ha- 
cia el lector. Entre ambos electrodos se conecta un oscilador que invierte periódicamente 
la polaridad eléctrica de los mismos. Por tanto, en el entrehierro habrá un campo eléc- 
trico que invertirá periódicamente su sentido. El par de dés está en un recinto en el cual 
se ha practicado el vacío. De esta manera, las partículas no verán obstaculizado su mo- 
vimiento. 


Supongamos que se inyecta en O un ion positivo, 
de carga q y masa m, y supongamos que en ese 
instante D, tiene el potencial más elevado. La 
carga será arrastrada hacia el interior de D, y pe- 
netrará en ella con una velocidad perpendicular 
al campo magnético aplicado. Como D} es un vo- 
lumen equipotencial, en su interior el campo 
eléctrico es nulo. Sobre la carga sólo actúa el 


=> 
campo magnético B, por lo que se moverá con 
movimiento circular uniforme. La trayectoria por 
el interior de D, será, pues, una semicircunferen- 


cia de radio R= a B y el tiempo que tardará en 


, I am A i 
recorrerla será 5 = q B qe es independiente 


deRyv. T 


Transcurrido el tiempo T/2 desde que penetró en (b) 
D,, la partícula llega a la frontera entre D} y el en- 
trehierro. Si, en ese tiempo, se ha invertido la po- 
laridad de los electrodos, el campo existente en el 
entrehierro arrastrará la partícula hacia D,, co- 
municándole una energía cinética igual a qV, 
donde V es la d.d.p. existente entre los electrodos. La partícula penetra en D, con una ce- 


Figura 7.7 
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leridad mayor que la que llevaba en D, y por tanto, describirá dentro de D, una semicir- 
cunferencia de radio mayor que en D,. El tiempo que tarda en describir la nueva semi- 
circunferencia será, sin embargo, el mismo que antes, pues es independiente de la cele- 
ridad y del radio. Cuando la partícula llegue al borde de D,, el oscilador habrá invertido 
la polaridad de los electrodos y la partícula será arrastrada nuevamente hacia D,, adqui- 
riendo una energía cinética adicional qV. Penetrará en D, con mayor celeridad, descri- 
birá una trayectoria semicircular de radio mayor, en el mismo tiempo T/2 y se irá repi- 
tiendo el proceso. Cada vez van siendo mayores los radios de la trayectoria. Tras n pasos 
por el entrehierro, la energía ganada por la partícula será nqV. Al final, cuando la partí- 
cula salga del dispositivo, lo hará con una energía mucho mayor que la que tenía al 
principio del proceso. Para conseguir esto, es necesario que el periodo del oscilador sea 
igual al de revolución de la partícula. El ciclotrón tiene una frecuencia propia definida 
por el campo magnético aplicado y por la masa y la carga de las partículas que se acele- 
ran. Si la frecuencia del oscilador coincide con la propia del ciclotrón, se dice que hay re- 
sonancia. 


El funcionamiento correcto del ciclotrón exige que haya resonancia. Mediante un ciclo- 
trón, es posible comunicar a los protones energías de hasta 10 MeV. Más, no. Ello se debe 
a que cuando los protones tienen energías mayores su celeridad es tan grande que su 
masa ya no se mantiene constante, sino que aumenta, según la teoría de la Relatividad 
de Einstein que enseña que la masa de una partícula es 


m= 9 = ym siendo y= 21 


donde m, es la masa en reposo de la partícula, v su celeridad y c la celeridad de la luz en 
el vacío. Si es v<<C, entonces, m =m, y la masa puede considerarse constante e igual a 
la masa en reposo. Pero si esta aproximación no fuese válida, m aumentaría con v y con 


; m des i . , 
ello aumentaría T=2w1 qB’ perdiéndose el sincronismo necesario. Esto es lo que su- 


cede con los protones de energía superior a los 10 MeV. Con partículas más pesadas, la 
celeridad correspondiente a una energía dada será menor y por tanto, podrán conse- 
guirse mayores energías antes de que se pierda el sincronismo. El ciclotrón, pues, es un 
buen acelerador para partículas masivas tales como protones, deuterones, tritones, partí- 
culas a, etc.. No lo es, en cambio, para los electrones, ya que éstos tienen una energía en 
reposo muy baja y pronto alcanzan celeridades próximas a la de la luz. 


7.7. Fuerzas electromagnéticas entre cargas 


. . A f > > 
Consideremos el instante en que dos cargas q y q' que se mueven con velocidades v yv’, 
y que se encuentran sobre la perpendicular común a éstas. La carga q’ se halla sometida 
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al campo que crea la carga en movimiento q. No es difícil hallar la expresión de dicho 
-> 
campo si partimos de la ecuación que nos da la contribución dB de un elemento de co- 


> 
rriente | d£. Esta es: 


3 > Y > > > 
> q AL p An H VAr, 
dB = 2 | 1 =- nqSv 1 =- nqSdl 1 
T rê ar N 2 ga a r? 
> 
Dentro del elemento d£ hay nS d£ cargas q. Si todas * 
> 
contribuyen por igual a la creación de dB, resulta que > 
> -> 
el campo B creado por una carga será: 1 
q r q 
>» > > 
B- dB _ Ho á VAL, 
nS al m= 2 Figura 7.8 


—> 
La carga q’ se mueve en el seno del campo B creado por q. Luego sobre ella actuará una 
fuerza magnética que será 


> > 
E F P ne P Ho van 
Fn= VAB = gv Aaa 2 
Así pues, 
suo Pg QU Mo qa vv 
F = vw t2 2 
m q T r2 4n r? 


a 
m 
—h 


El cociente entre los módulos de estas dos fuerzas es: 


lo qq vv 
F 4T r? 
a A AE , 
F Tagg 7 PYY 
s 2 


ATES r 


Dicho cociente debe ser adimensional, por lo que £, H debe tener las dimensiones del 
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recíproco del cuadrado de una velocidad, o sea que ha de tener las dimensiones 


Eo H 

oto 
del cuadrado de una velocidad. Esta deberá ser una constante universal (e, y H, lo son) y 
las medidas experimentales enseñan que es la de la luz c. Luego, 


7.8. Carácter solenoidal de la inducción magnética 


En el caso más general, sabemos que la inducción magnética creada por un sistema de 


>) 
corrientes de densidad J es: 


luego 
—> 
>> > j> r 
V.B = so | Y lat] av 
4x ], r 
T 
pero 
> > > > > >22 > 
-V:(ArnB) =A: VaB-B' VAA 
luego 
> > 
> > r. > > r, 
V.B= Po 1.VarJar Po Val dr 
4n at 4r |, r 


>) 
Ahora bien, J es función del punto generador (x', y”, z’) mientras que el rotacional im- 
plica las derivadas respecto al punto del campo (x, y, 2), por tanto, 


— 
VaJy=0 


Además, 
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y por tanto, también será nula la segunda integral. En consecuencia, 
> > 
V:B=0 


pa] 
Así pues, B es un campo solenoidal y sus líneas de inducción son cerradas (no hay ge- 
neradores del campo). El flujo de inducción a través de toda superficie cerrada, será 
nulo: 


7.9. Potencial vector 


>) 
Si en la expresión de B del apartado anterior se considera que t' es el volumen del con- 
ductor y del hecho de que 


Tian y 
|] 
<l 
-~ | ab 


resulta, 


> > > > > > 
Perode Va(au A) = (Var A +aVArA resulta: 


=> 


> > > > 
Va(Í)= yaJ J 


> 
+y (a 


=> 
Pero, como J es función de (x', y”, z’) y el rotacional contiene las derivadas respecto a (x, 


> > 
y,z),será Va J=0 yqueda: 
> > 3 ; > J > > 
B = so | valoja = Va to fia AA 
T 
T T 


donde 
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> J 
A= fis 
An at 


es el potencial vector de la distribución de corriente. 


Si la corriente circula por un hilo: 


Jd? «=> la 
y 

> 

mo bs 

4n r 


Las integrales anteriores no definen unívocamente al potencial vector, pues si se les 
suma una función potencial irrotacional, la nueva expresión que se obtenga también 


> 
dará B. Por tanto, tomaremos dicha función irrotacional de manera que dé 
> > 
V-A=0 
> 
lo que hará que A carezca de puntos generadores. 


=>) 
Si buscamos la circulación de A a lo largo de un camino cerrado, tenemos: 
> > > >> > > 
fra = [vz = [5 = 0 
S S 


=>) 
7.10. Rotacional de B 
4 > > >» i > > 
Hemos visto que B=V ŁA A. Vamos ahora a dar una expresión de V a B para el caso 
de campos estacionarios en el vacío o en presencia de materiales no magnéticos. 


En primer lugar, diremos que: 


>) 


> > > > O > 2 > 
VAB=VA(VAA) =V(V-.A)- VA 


> > d 
Más adelante veremos que V-A es proporcionala - J- Luego, en casos estaciona- 
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, > > 
rios, será V-A=0 y entonces: 


> > > 
VAB=-V A 
Según se ha visto, 
de > 
A = o [La 
z J],r 
T 
luego 
>2 > > 
A = Po] v?|2|g 


2> 
Así pues, para calcular V A en un punto P(x, y, z) del campo, descompondríamos la 


distribución de corrientes en elementos de volumen drt’. Para cada uno de ellos, forma- 
> 


J l : 
ríamos en P el vector -dt y calcularíamos su laplaciana. Posteriormente, sumaría- 
mos todas estas laplacianas correspondientes a los elementos dt” que configuran t. 


2 > 
Multiplicando el resultado por q obtendríamos V A enel punto P(x, y, 2). 


; 22 ; 
Debe hacerse notar, que la laplaciana V se calcula sin acento, esto es, 


z 2 /J 2 (J 2 /J 
y? Ala 2 (2) + La Y| + can (=) 
r ox Si r ays \ r azl \ r 


=> 
Como J es función exclusiva de x’, y”, z’, puede considerarse constante a efectos de la de- 
rivación respecto a X, y, Z, con lo que 


> 
VAS so | 37e ($) de 
An v 


Recordando que 


-~ | ad 
N|a 


= [Poy + aa] 
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P (x, y, 2) 
r 
LY 
e 
Figura 7.9 
vL 
Ef 
P 
Figura 7.10 
Ahora bien: 


>) 
Vv 


— 
A 
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puede demostrarse fácilmente que 


>2 1 
Voy =0 


siempre que rx0. 


Así las cosas, la contribución a la integral de los 
elementos dr” que no estén centrados en el punto 
2 > 

P(x, y, z), donde se desea determinar V A y 
> > 

V a B, será nula. Como consecuencia de ello, si 
P(x, y, Z) es exterior a la distribución de corriente 
(Figura 7.9), tendremos: 


22 > 


> > 
VA=0 y VAB=0 


¿Qué sucedería si P fuese interior a la distribución? 


La contribución a y A de los elementos dt” no 
centrados en P sería nula, según se ha visto. No se 
puede decir lo mismo de la contribución del ele- 
mento centrado en P. Veamos cuánto vale esta 
contribución. Sea t’ un volumen pequeño centra- 


do en P (Figura 7.10). La contribución de T’ a 
2 > 


V A sería 


Si t es suficientemente pequeño como para consi- 


—> 
derar que J no varía apreciablemente de uno a 
otro de sus puntos, podremos escribir: 


| y? 8 dt’ 
T>0 r 


=> 
Ho J 
4n 
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por lo que, aplicando el teorema de Ostrogradsky, 
J J 
> > > 
V’ R = lo 7-7 (3) dr = lo Y (5.08 
4n 7 r 4r , r 
0 S'>0 


> 1 > 
Pero sabemos que VÍ = 2: donde r, sería un versor que apuntaría hacia el punto P 


> > 
r, + dY 

en el cual se centra la superficie S’ que lo envuelve. Ahora bien, a es el ángulo 

> > 

sólido subtendido por dS’ desde P si r, apuntara de Pa dS’. Como, en nuestro caso, ri 


apunta de dS' a P, resulta que 


> > 
r, : dS i 
2 = 
Así pues, 
J 
>22 > > 
VR =- f so = -u3 
i S'50 


2 > > 
La contribución a V A dert centrado en Pes - HJ . Esta sería también la contribu- 


2> 
cióna V A de todos los elementos de volumen de la distribución. Así pues, para un 
punto P interior: 


> > 2 > > 
VAB=-V A= Ho! 
En general, siempre podremos escribir: 
> > > 
VAB = py 


para cualquier punto, siempre que nos situemos en el caso de campo estacionario en el 
vacío o en presencia de materiales no magnéticos. En efecto, en puntos exteriores a la 
distribución, 


> > > 
J=0 y VAB=0 


que es lo que habíamos demostrado. 
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7.11. Ley de Ampére de la circulación 


La anterior ecuación diferencial puede también expresarse en forma integral. En efecto, 
sea S una superficie abierta cualquiera. Tenemos entonces: 


> > > >> 
VaB-dS = p | Y:dS = p! 
S S 
y aplicando el teorema de Stokes: 
> > 
B-df = w! 
C 


Así pues, la circulación de B a lo largo de una curva cerrada cualquiera es igual al pro- 
ducto de p, por la intensidad de la corriente que atraviesa una superficie delimitada por 
el camino de integración. Este es el enunciado de la ley de Ampere de la circulación vá- 
lida, según se ha indicado, para corrientes estacionarias de cargas libres en el vacío o en 
presencia de materiales no magnéticos. 


La ley de Ampère proporciona un método 


>) 
rápido de determinación de B siempre que 
la simetría de la distribución de corriente 


asegure la constancia del módulo de B so- 
bre los puntos de determinadas curvas. 
Desempeña un papel análogo al de la ley 
de Gauss de la Electrostática. En algunos ca- 
sos, la corriente puede atravesar varias ve- 
ces la superficie delimitada por el camino 
de integración. Esto sucedería, por ejemplo, 
en el caso de una bobina larga (Figura 7.11). Figura 7.11 


> 
El campo B es, en primera aproximación, 
uniforme en el interior de la bobina y nulo 


fuera de ella. Para calcular B, se toma un camino constituido por los puntos interiores 
del eje de la bobina que se cierra por un tramo exterior a la misma. La corriente que re- 
corre las espiras de la bobina atraviesa a S, siempre en el mismo sentido, tantas veces 
como espiras haya. Por tanto,la corriente total que atraviesa a S tendrá una intensidad 
NI, siendo N el número de espiras. 


La aplicación de la ley de Ampere, nos da: 
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> > 
fE- = WNI (7.7) 
C 


— 
y como el campo en los puntos exteriores es nulo, Bex = 0, será: 


e 
>> > > 
B.dl = Bm 92 = Bm 2 (7.8) 
Cc Cint : 
>) 
por ser Bin; uniforme. Igualando las expresiones (7.7) y (7.8), 
IN ; 
Bi = Hop = Honi 


siendo n' el número de espiras por unidad de longitud de la bobina. 


Otro ejemplo de aplicación de la ley de Ampère lo tenemos en el caso siguiente: 
Tenemos un conductor largo, cilíndrico, de radio R, que transporta una corriente de in- 
| 


tensidad | distribuida uniformemente en su sección con una densidad J= RÈ 


-Figura 7.12 


— 
Fuera del conductor, B es acimutal e independiente de ọ (Figura 7.12 (a)) y según la ley 
de Ampère: 
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| 
Mo2rp 


B2xp = Wl > B 


En el interior del conductor, para un recorrido circular de radio p, tendremos: 


| 
B2xp = u Jap? S O => B A 


n RÊ 


Luego, en el interior del conductor, B es proporcional a p y fuera es inversamente pro- 
porcional a p. En la Figura 7.12 (b) puede verse la gráfica representativa de B en función 
de p. 


Como último ejemplo de aplicación de 
la ley de Ampère vamos a considerar el 
caso de una bobina toroidal. Para cami- 
nos exteriores al toro, la circulación de 


B es nula, pues no hay corriente resul- 
tante que atraviese la superficie limi- 
tada por el recorrido. Por ejemplo, en 
los caminos a y c (Figura 7.13) la com- 


=> 
ponente acimutal de B será nula. Es de- 
cir, no habrá campo en los puntos exte- 
riores al solenoide. 


En los puntos del camino b, si el toro es Figura 7.13 
estrecho, el módulo B del campo es 

prácticamente constante en toda la sec- 

ción y 


217pB = NI 


o sea 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


Inducción electromagnética 145 


Capítulo 8. Inducción electromagnética 


8.1. Evidencia experimental de la inducción electromagnética 


Hemos puesto de manifiesto cómo un campo magnético puede ser debido al movi- 
miento de cargas eléctricas. Asimismo y a través de sucesivos experimentos, podemos 
demostrar que la acción de un campo magnético puede originar el movimiento de car- 
gas eléctricas. Es más, la manera más eficaz de generar corrientes eléctricas consiste en 
hacer actuar un campo magnético sobre un circuito. Faraday puso esto de manifiesto 
mediante una serie de experimentos realizados en Inglaterra en la primera mitad del si- 
glo XIX. Simultáneamente, Henry en los Estados Unidos y Lenz en Rusia llegaron a re- 
sultados análogos. Tales trabajos llevaron posteriormente a Maxwell a establecer las 
ecuaciones fundamentales de la Teoría Electromagnética que lleva su nombre, en la se- 
gunda mitad del siglo XIX. Los potentes generadores de las centrales eléctricas se basan, 
precisamente, en los fenómenos descubiertos por los científicos que acabamos de men- 
cionar. 


El presente capítulo es el primero en el que se va a estudiar el magnetismo asociado a las 
corrientes variables con el tiempo. Comenzaremos por describir tres experimentos de 
entre los muchos que ponen de manifiesto que, en determinadas condiciones, en los cir- 
cuitos aparecen corrientes eléctricas cuyo origen no se había podido explicar anterior- 
mente. 


Primer experimento 


Supongamos que disponemos de un imán recto que pueda oscilar como un péndulo 

suspendido por su polo S (Figura 8.1). Disponemos también de un solenoide cuyo ex- 
tremos se cierran a través de un galvanómetro G con el cero en el centro de la escala, de 
manera que cuando la corriente circule en un sentido la aguja se desviará hacia la dere- 
cha y cuando la corriente circula en el sentido opuesto, se desviará hacia la izquierda. 
Mientras el imán esté en reposo, por muy cerca que esté su polo N del solenoide, el gal- 
vanómetro no señala paso de corriente. Si lo dejamos oscilar veremos que, cuando el 
polo N se acerca al solenoide (Figura 8.1 (a), el galvanómetro señala paso de corriente en 
el sentido en que crearía un polo N en el extremo del solenoide hacia el que se aproxima 
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el polo N del imán. Cuando éste pasa a la mínima distancia de aquél, la corriente se 
anula e invierte su sentido al alejarse del imán (Figura 8.1 (b)). Decimos que el solenoide 
es asiento de una corriente inducida. 


Figura 8.1 


Segundo experimento 


Supongamos que disponemos de dos bobinas coaxiales y que una de ellas está conectada 
a un generador, mientras que la otra se cierra sobre un galvanómetro con el cero en el 
centro de la escala (Figura 8.2). Este no señala paso de corriente. Si dejamos caer un pe- 
dazo de hierro dulce por la parte superior del sistema se observa que, mientras penetra y 
hasta que haya penetrado todo él, el galvanómetro señala paso de corriente por la bobina 
no conectada al generador. Cuando el pedazo de hierro se mueve todo él dentro del sis- 
tema, la corriente desaparece. Finalmente, cuando sale por la parte inferior, el galvanó- 
metro señala paso de corriente en el sentido opuesto al que circuló cuando penetraba el 
hierro. Esta nueva circulación cesa en el momento en que el hierro abandona por com- 
pleto el interior de la bobina que atravesaba. 


En ambos experimentos, existe movimiento relativo de partes del sistema respecto a 
otras. Parece, pues, que sea ese movimiento relativo el causante de las corrientes que 
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aparecen. Pero no es esa la causa, exactamente. En un experimento que primeramente 
realizó Henry y que repitió luego Faraday (sin tener conocimiento del mismo), se hicie- 
ron aparecer corrientes inducidas sin que hubiera movimiento relativo entre partes del 
sistema. Veamos cómo: 


e Fe dulce 


Figura 8.2 Figura 8.3 


Tercer experimento 


Henry disponía de un electroimán en herradura, entre cuyos polos colocó una barra de 
hierro dulce. Sobre ésta arrolló un cierto número de espiras y cerró este circuito con un 
galvanómetro G con cero en el centro de la escala. El bobinado de excitación del elec- 
troimán estaba conectado a una batería a través de un interruptor Y (Figura 8.3). Henry 
observó entonces que, al cerrar el interruptor, aparecía en el devanado conectado a G 
una corriente de un determinado sentido. Alcanzado el régimen estacionario, esta co- 
rriente desaparecía. Sin embargo, al abrir el circuito de excitación, se detectó paso de co- 
rriente por G, pero en sentido contrario al que tenía la corriente percibida en el cierre de 
Y. Queda, pues, claro que el movimiento relativo no es la verdadera causa de las co- 
rrientes inducidas. 


Hay que buscar, pues, una causa común a los tres experimentos descritos que pueda ori- 
ginar dichas corrientes. Esta causa no es otra que la variación del flujo magnético que 
atraviesa los circuitos que son asiento de las corrientes inducidas. En efecto, en el primer 
experimento, al acercarse el polo N del imán al extremo superior de la bobina, aumenta 
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el flujo magnético que la atraviesa y circula corriente en un sentido. Cuando el polo N 
pasa por la posición más próxima a la boca de la bobina, el flujo es máximo y se anula la 
corriente. A continuación, el polo N se aleja y disminuye el flujo que manda a través de 
la bobina y por ella vuelve a circular corriente, pero en sentido contrario al de antes. 


Analicemos el segundo experimento. El hierro dulce es un material ferromagnético de 
permeabilidad p >>pH,. Antes de penetrar el hierro, la inducción magnética en los 
puntos interiores al solenoide era B,=H,H y al introducirse el hierro, en los puntos 
que ocupa, dicha inducción aumenta al valor B=HH aumentando, en consecuencia, 
el flujo de inducción a través de las espiras que lo contienen y por tanto, el flujo magné- 
tico a través del circuito cerrado por G, el cual detecta entonces el paso de corriente en 
un determinado sentido. Cuando todo el hierro se mueve por el interior del sistema, el 
flujo a través del circuito cerrado por G permanece constante puesto que el aumento de 
flujo en las espiras que pasan a ser ocupadas por el hierro viene compensado por la 
disminución en las espiras que son abandonadas. La corriente en G desaparece. Cuando 
el hierro empieza a salir por la parte inferior y hasta que haya salido todo él, disminuye 
el flujo magnético y el galvanómetro vuelve a detectar paso de corriente, pero en sen- 
tido contrario al anterior. 


En el tercer experimento, al cerrar el interruptor, el campo magnético en los puntos in- 
teriores al bobinado conectado a G pasa, bruscamente, de 0 a B. El flujo a través de dicho 
bobinado también aumentará bruscamente y G señala paso de corriente. Alcanzado el 
régimen estacionario, el flujo es constante y la corriente desaparece. Cuando se abre el 
circuito, el campo y el flujo que atraviesa el bobinado disminuyen hasta, prácticamente, 
anularse y G señala de nuevo paso de corriente, en sentido contrario al anterior. 


Es importante hacer notar que el sentido de las corrientes inducidas depende del sentido 
de variación del flujo magnético a través de los circuitos en donde se inducen. 
Asimismo, puede demostrarse que la intensidad de dichas corrientes depende directa- 
mente de la velocidad de variación del flujo magnético. 


8.2. Ley de Faraday 


Los circuitos en los que se inducen las corrientes tienen, evidentemente, una determi- 
nada resistencia. Para que un circuito resistivo sea asiento de una corriente eléctrica es 
necesario que exista en él una fuerza electromotriz. Así pues, de todo lo expuesto ante- 
riormente, podemos sacar la conclusión de que, si un circuito está sometido a variacio- 
nes de flujo magnético, existe en él una f.e.m. que estará relacionada, según se ha visto, 
con la velocidad de variación del flujo magnético. Esta relación es, precisamente, lo que 
establece la ley de Faraday. Vamos a deducirla para un caso particular. 


Consideremos, primeramente, una barra conductora que se mueva en el seno de un 


—> 
campo magnético uniforme B (Figura 8.4). Las cargas que contiene se ven sometidas a 
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fuerzas magnéticas que tenderán a acumular 
carga positiva en un extremo y carga negativa en 


el otro. La separación de cargas crea entonces un x x B 
> 
campo eléctrico E en la barra. El trasiego de car- 
gas cesará cuando 
5 ES x x x 
qE = -qvaB 
o sea cuando 
x x x 
> > > 
E =-vAB 
Figura 8.4 


— 
El módulo de E será, pues, E =v B = cte. sila 
velocidad con que se mueve la barra es, asi- 
mismo, constante. La diferencia de potencial entre sus extremos será: 


V=Ef=-Bvf 


si es £ la longitud de la barra. Esta d.d.p. que se mantiene entre los extremos es, de he- 
cho, una d.d.p. en circuito abierto, o sea, una f.e.m.. Así pues, la f.e.m. que se induce en 
la barra a causa de su movimiento en el campo magnético es: 


Z= Bvf 


Debe considerarse que esta f.e.m. está distribuida uniformemente a lo largo de toda la 


barra. Así, la f.e.m. elemental que correspondería a un tramo de barra de longitud dê se- 
ría 


df = Edf = Bvd£ 


El anterior razonamiento puede parecer 
un tanto artificioso, por lo que vamos a 
presentar de otra manera la f.e.m. indu- 
cida en el caso que nos ocupa. Si la barra 
se mueve apoyando sus extremos sobre 
dos conductores que cierren el circuito, 
cuya resistencia total representaremos por 
R (Figura 8.5), para desplazarla una dis- 
tancia dx=vdt habrá que aplicarle una 


> 
fuerza F’ que efectuará un trabajo en el Figura 8.5 
desplazamiento mencionado dado por: 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


150 Magnetismo 


dW = Fdx = Fvadt 


> > 
La fuerza F” deberemos aplicarla para contrarrestar la fuerza F que el campo magnético 
=> 
B ejerza sobre la corriente inducida de intensidad | que valdría 
F=BI1f 


Luego, tendremos: 


dW Bl%4voat 


Lo que exige que para que circule una corriente de intensidad | debemos gastar una po- 
tencia mecánica: 


dW 


y como la razón de la potencia consumida a la intensidad de la corriente es la f.e.m. del 
circuito, resulta: 


g = Blv 
que concuerda con la expresión antes obtenida. 


Ahora bien, la superficie encerrada por el circuito ha disminuido en el tiempo dt en un 
área dS =£Zvdt. Ello entraña que el flujo de inducción magnética que atravesaba el 
circuito haya disminuido en: 


dð = BZvdt = Sot 
durante el tiempo dt. Luego 
dọ 
g= 4 


es la relación buscada entre la f.e.m. inducida y la variación de flujo. No obstante, he- 
mos de tener en cuenta que la corriente inducida tiene un sentido tal que el campo que 
ella crea tiende a aumentar el flujo. En cambio, si la barra se hubiera desplazado en sen- 
tido opuesto, la corriente sería de sentido contrario y por tanto tendería a disminuir 0. 
Es decir, en uno y otro caso, la corriente tiende a oponerse a la variación de flujo que le 
da origen y por ello suele escribirse: 


F= ea (8.1) 
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Esta es la expresión matemática general de la ley de Faraday. La hemos deducido sólo 
para un caso particular. En general, la f.e.m. que se induce en un circuito que es atrave- 
sado por un flujo magnético variable con el tiempo sigue una ley como la proporcio- 
nada por la ecuación (8.1). Si se considera que la f.e.m. está distribuida a lo largo de todo 
el circuito, escribiremos: 


EE A T: 
dt dt Jo 


Esta expresión es válida tanto si el circuito cerrado que se considera tiene soporte mate- 
rial como si no lo tiene. Es decir, si consideramos un circuito cerrado inmaterial que en- 
cierre una superficie que es atravesada por un flujo magnético variable con el tiempo, la 
circulación del campo eléctrico a lo largo del circuito será también igual a la velocidad de 
variación del flujo magnético que atraviesa la superficie delimitada por dicho circuito, 
cambiada de signo. 


La ley de Faraday puede expresarse también en forma diferencial. En efecto, partamos de 
la forma integral que acabamos de establecer: 


> > d > > 
E.dl = -— | B-dS 
di S 


Si la curva cerrada es fija en el espacio, 


>> 3B > 
fed = [-Es 
S 
y según el teorema de Stokes 


=> 
[vez - -Ea 
S S 


Como esta igualdad es válida para cualquier superficie fija en el espacio, resulta final- 
mente: 


> > 
VAE =- J 


> 
Esta es la ecuación más general que nos proporciona el rotacional de E y es la tercera 


> > 
ecuación de Maxwell. En el caso de campos estacionarios, VA E=0 y el campo eléc- 
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> > 
trico puede expresarse entonces como el gradiente de un potencial escalar, E =-—VV. 


8.3. Ley de Lenz 


En el caso de la barra que se desplaza en un campo magnético, hemos visto que la gene- 
ración de corriente inducida exige que efectuemos un trabajo mecánico y ello es natural, 
pues la corriente inducida es capaz de realizar un trabajo, calentar los conductores y en 
general, desarrollar una energía. Esta deberá suministrarla el agente que induce la co- 
rriente, si admitimos el principio de conservación de la energía. Esto llevó a Lenz a 
enunciar que: el sentido de la corriente inducida es siempre tal que tiende a oponerse a 
la causa que la origina. Así, en el experimento primero de los que se han presentado 
para introducir el tema de la inducción electromagnética, el sentido de la corriente in- 
ducida crea, en la boca del solenoide próxima al imán, un polo N que se opone a que se 
acerque el polo N del imán (lo repele). En cambio, si intentamos alejar éste, se induce un 
polo S que lo atrae. En el experimento segundo, el pedazo de hierro dulce se imana por 
efecto del campo magnético del solenoide exterior y el sentido de la corriente inducida 
es tal que crea un campo que se opone a la penetración del hierro en el solenoide y tam- 
bién a su salida de él. Asimismo, en el experimento de Henry, la corriente inducida en 
el solenoide crea, en la barra de hierro, un campo de sentido contrario al que crea el elec- 
troimán cuando se conecta su excitación y del sentido de éste cuando se desconecta, con 
lo que, en uno y otro caso, se opone a la variación de flujo que induce la corriente. 


8.4. Aplicación: Alternador elemental 


Consideremos una espira que pueda 
girar con velocidad angular cons- 
tante œ alrededor de un eje y supon- 
gamos que esté en una región del es- 
pacio donde existe un campo magné- 


> 
tico uniforme B. Supongamos que, 
en el instante inicial t=0, la nor- 


> 
mal a la espira y B tengan la misma 
dirección. En un instante posterior t, Figura 8.6 


> 
la normal formará con B un ángulo 
(q =06t (Figura 8.6). El flujo que atravesará la espira en este instante, será: 


PD = BScos ot 


Este flujo es variable con el tiempo, según se ve, a causa del giro de la espira y ello hace 
que se induzca en ella una f.e.m. que, según la ley de Faraday, será: 
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Z= -2 = BSosen ot 


Dicha f.e.m. es alterna y sinusoidal. Si conectáramos los dos terminales de la espira a un 
circuito exterior, éste recibiría una señal sinusoidal. Acabamos, pues, de describir el fun- 
damento de un alternador rudimentario, análogo al que llevan las bicicletas para en- 
cender sus luces. 


8.5. Corrientes de Foucault 


Vamos a suponer que disponemos de un 
electroimán que crea, entre sus piezas po- 
lares, un campo magnético (Figura 8.7). Si 
cogemos con la mano una placa de cobre y 
la hacemos penetrar en la región entre las 
piezas polares, notaremos una resistencia 
a la penetración por parte del medio 
(como si cortásemos queso). En conse- 
cuencia, sobre la placa actúa una fuerza 
que tiende a oponerse a la penetración. 
Esta fuerza es el resultado de la interac- 
ción entre el campo magnético existente 
entre las piezas polares y corrientes inducidas en la placa. En efecto, cualquier circuito 
cerrado que podamos considerar en la placa se verá atravesado por un flujo magnético 
variable y por tanto, será recorrido por una corriente inducida. Estas corrientes cumplen 
la ley de Lenz y por consiguiente, se oponen a la causa que les da origen, la cual es la pe- 
netración de la placa en el campo magnético del electroimán. Luego, es lógico que las 
fuerzas de interacción entre dichas corrientes y el campo aplicado se traduzcan en una 
oposición a la penetración. 


Figura 8.7 


Análogamente, al hacer salir la lámina se nota una resistencia a la salida por parte del 
medio. Estas corrientes inducidas que aparecen en los materiales cuando están someti- 
dos a campos magnéticos variables reciben el nombre de corrientes de Foucault. Son di- 
sipativas de energía, por lo que en la mayoría de casos interesa reducirlas al máximo 
(por ello se laminan los núcleos de los transformadores y de ciertas partes móviles de la 
maquinaria eléctrica). También pueden aprovecharse para determinados fines, como se 
hace en los contadores de energía eléctrica para corriente alterna. 


8.6. Campo eléctrico inducido en función del potencial vector 


Hemos visto que 
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> > JB 
VaE=- 3 
y que 
> > > 
B=VAA 
Así pues, 
> > Id2 >2 > JA > > JA 
VAE = A aA = VA ra > VAjJE+—] = 0 


2 0A 7 : 
El campo E+ “a €S, pues, irrotacional y por tanto, podremos expresarlo como gra- 
diente de una función escalar f: 


> JA > 
E +% = Vt 
> > 
Como, en el caso estacionario, =— VV , una función f=-—V será solución de la 
ecuación anterior, por lo que 
> 
2 JA 


> 
E = =VWV- $ 


Así pues, en el caso general, el campo eléctrico consta de dos componentes: la primera es 
el gradiente de un potencial que, según sabemos, se debe a una acumulación de cargas 
eléctricas (en los terminales de los generadores y en las superficies de los conductores) y 
la segunda debida a la existencia de campos magnéticos variables con el tiempo. 


8.7. Coeficiente de inducción mutua 


Consideremos dos circuitos (a y b en Figura 8.8) de forma cualquiera y sea |, la intensi- 


dad de la corriente que circula por el circuito a. Esta corriente creará, en todos los puntos, 
un campo magnético que, según la ley de Biot y Savart, tendrá un módulo proporcional 
a |, y por tanto, mandará a través del circuito b un flujo OP, también proporcional a ly 


es decir, 


> > > > > > > dé, -dé, -dÊ 
Day, = iia A ia A, dl, = Rh 
b 


b b 
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de donde: 


d£, -d£ 

r ro Ho a ““b 

Da = Map la sl Map — Ar $$ a a 
avb 


De igual manera, si por el circuito b circula 
una corriente de intensidad ly ésta mandará a 


l 
través del circuito a un flujo que será propor- ~h po de 
cional a lp: 


donde la expresión de M,a se obtendría per- 
mutando a con b en la expresión de M „p Pero 


> > 
como d£, y Af, desempeñan papeles © O) 
simétricos, será: 


Mb = Ma =M Figura 8.8 


y este valor M recibe el nombre de coeficiente 

de inducción mutua de los circuitos en presencia y según puede observarse en la inte- 
gral que lo define, sólo depende de los parámetros que fijan la configuración geométrica 
del sistema (aparte de 41). Así pues: 


Day = ML), y Dh = Mi 


a 
Su unidad SI es el henry (H) que será el coeficiente de inducción mutua de dos circuitos 
tales que cuando uno es recorrido por una corriente de intensidad 1 A, manda a través 
del otro un flujo magnético de 1 Wb. 


Si variamos la intensidad de la corriente que recorre a, en b se inducirá una f.e.m. 
puesto que variará QD,, y entonces: 


do dl 
= -—&@ ` -M 
g=- Ma 
tn? $ dh . . : 
Asimismo, ©, = —M y» El signo negativo se debe, como siempre, a la ley de Lenz 


puesto que tanto 8, como A se opondrán a la causa que les ha dado origen, que es la va- 
riación de corriente que ha tenido lugar en el otro circuito. 
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8.8. Coeficiente de autoinducción 


Un circuito es atravesado siempre por un flujo creado por él mismo y dicho flujo debe 
ser proporcional a la intensidad | de la corriente que lo recorre. Es decir: 


= LI 


El coeficiente de proporcionalidad L dependerá de la forma y tamaño del circuito y se 
denomina coeficiente de autoinducción. Su unidad de medida será la misma que la del 
coeficiente de inducción mutua, pues ambos coeficientes tienen las mismas dimensio- 
nes. 


Si hacemos variar | en el circuito, la variación del flujo a través de una superficie limi- 
tada por él inducirá una f.e.m. que, según la ley de Faraday, será: 


Cuando un circuito es atravesado por un flujo magnético variable, la f.e.m. que aparece 
en él debe contar como una f.e.m. más y superponerse a las ya existentes. Un elemento 
de circuito que tenga un coeficiente de autoinducción grande, recibe el nombre de induc- 
tancia. 


8.9. Establecimiento y supresión de la corriente en un circuito inductivo 


Consideremos un circuito constituido por una 


pila de £.e.m. &, un interruptor Y y una bobina de Faa Y L 
resistencia R y coeficiente de autoinducción L. 

Podemos imaginar separadas la resistencia y la 

autoinducción, según veremos enseguida (Figura g 

8.9). Al cerrar el interruptor Y, se iniciará la con- R 
ducción y la f.e.m. existente en el circuito será la 


de la pila 8 más la f.e.m. de autoinducción -L dt: Figura 8.9 


Entre un instante t cualquiera y el instante t + dt 
podemos considerar que no varía apreciablemen- 
te la intensidad i de la corriente y aplicar la ley de Ohm: 


g-Lf -Ri 


de aquí resulta: 
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LŽ. g-Ri = — -f 
dt L 
-Ri 
1. . t 
- A IMn(8$-Ri) = ( +K 
o sea 
R -Pt 
n(S-Ri) + InK =- pt > K ($=Ri) = e * 
Como en el instante inicial no hay corriente, tendremos que para t=0 es ¡=0 y 
por tanto, Ké=1 osea K= 1/ g , con lo que: 
R R 
->t g -7t 
$é-Ri=8e | > i= (1-0?) 


Ahora bien, ¡> q sólo cuando t tienda a infinito. En la práctica, lo que realmente in- 
teresa es lo rápidamente que ¡ se acerque al valor límite y ello lo indica la constante de 


tiempo tī -6 . En efecto: 


"im 


a l1-e 


y para t=1 =5 i = 0,63 g - Es decir, la constante de tiempo indica el tiempo que ha de 


transcurrir para que i alcance el 63% del valor límite. Si t es elevada se tardará mucho y 
si es pequeña sucederá todo lo contrario. 


Al cabo de un tiempo suficientemente largo, la 


corriente alcanza una intensidad prácticamente mam 


igual a la de régimen p. Supongamos ésta al- 


canzada y suprimamos la pila cortocircuitándola 
y desconectándola (Figura 8.10). La ley de Ohm se 
reduce ahora a: 


di l Figura 8.10 
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de donde 
di R 
PASA 
que integrada da: 
: Ud R 
ni+ nK =- y 
o sea: 
naa 
K'i= œ = 
à g PI $ 
y como para t=0, i= p, deberá ser K” =p, luego 
R 
R 
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En este caso, la constante de tiempo, o tiempo de relajación, indica el tiempo que ha de 


transcurrir para que i alcance el 37% de su valor inicial. 


8.10. Inducción mutua entre dos bobinas coaxiales 


Consideremos dos solenoides rectos y coaxiales a y 
b. El primero tiene N, espiras y una longitud £, con- 
siderable, mientras que el segundo tiene N, espiras, 
una longitud £, y ocupa la región central del sole- 
noide a. Ambos solenoides tienen igual sección S 
(Figura 8.11). Como el campo creado por a en la re- 
gión central es prácticamente uniforme e igual a: 


a 
Ba = HN, l 


el flujo a través de cada una de las espiras del otro se 
obtendrá multiplicando esta cantidad por la sección 
S y como b tiene N, espiras, el flujo total que lo 


atraviesa será 
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N 
Dab = Up —= ber 


a b 


a 


y como, por la definición de coeficiente de autoinducción, 


será: 


8.11. Coeficiente de autoinducción de una bobina recta y larga 


Consideremos un solenoide recto, largo, de longitud £ y 
N espiras, recorrido por una corriente de intensidad | 
(Figura 8.12). 


Como el solenoide es largo, podemos considerar, en 
primera aproximación, que el campo en su interior es 
uniforme y de módulo 


por lo que el flujo a través de una espira será: 


BS = ly SN y 


y el flujo magnético a través de todo el solenoide será: 


ọ = py SN > 


y en virtud de la definición de coeficiente de autoinducción: 
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8.12. Energía almacenada en un campo magnético 


Un campo magnético es una perturbación de las propiedades de los puntos del espacio, 
la cual entraña una energía. Para determinar ésta, vamos a evaluar la energía que debe 


suministrar un generador a un circuito exterior cuando en él la densidad de corriente 
> > > 
pase de O a J. En el conductor exterior, debe cumplirse la ley de Ohm, J=06 E. 


Además, como la situación que analizamos no es estacionaria, será: 


> > 
E = e = 


para todo punto del circuito exterior. 
Consideremos un elemento de volumen 
dt’ de dicho circuito, que sea un paralelepí- 


pedo, una de cuyas aristas sea paralela a J 
(Figura 8.13). Busquemos la potencia que 
suministra el generador a dicho volumen. 
Sería: 


> — 
(-V V-d) J ds Figura 8.13 


puesto que J dS es la intensidad de la co- 


> > 
rriente que circula por dt’ y —V V-d esla d.d.p. existente entre los extremos de drt’. 


> > 
Como Jdêł= J d£, la potencia comunicada a dr’ por el generador será: 


> > > > JA 
-VV-Jdř y como -VV = E+> 


resulta que la potencia buscada es: 


> 
(E RELS J dř 


La potencia suministrada a todo el circuito exterior es, entonces, 


2 >} 
W 2 |è + ESTE Lw LA 
dt y e e ot 


El primer término del segundo miembro representa la potencia disipada por efecto Joule 
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en el circuito exterior. En efecto, según hemos visto, la pérdida de potencia por efecto 
Joule en dt sería 


luego, la primera integral del segundo miembro representa, realmente, la potencia calo- 
rífica que se desprende, por efecto Joule, en el circuito exterior. La segunda integral re- 
presenta la energía que, por unidad de tiempo, debe suministrar el generador para traba- 
jar contra la f.e.m. inducida que se opone al establecimiento de la corriente. Esta segunda 
integral es la que nos interesa pues, a través de ella, podemos calcular la energía que, por 
unidad de tiempo, debe suministrar el generador para establecer el campo magnético. 
Esta energía será la que, posteriormente, quedará almacenada en el campo magnético 
creado. Si designamos por W,, a la energía magnética asociada al campo que se establece 
resulta, entonces: 


dW JOR gs 
—— — . — T 
T at 


—= 
8.13. Energía magnética en función del campo B 


=> 
Se trata ahora de expresar W p en función de B, de igual manera que en Electrostática ex- 


> 
presábamos W, en función de E. Para ello, supondremos que el circuito exterior al gene- 


> > —> 
rador está constituido por buenos conductores. En este caso, V a B = Ho J , aunque 


esto no sea rigurosamente cierto. Así pues, 


> > 
Taa B 


Ho 
y queda: 
=> 
dW 
O 2A FAB dr 
dt Bo Jy ot 
Por otra parte: 
> | JA IA > >» > > JA 
V- Ba—]| = —- VAB - B-Va— 
ot ot ot 
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o sea que 


dW 1 > | > > J2 > 
2 = — | V| Ba ]|d + — B-=VAA dř 
dt Ho Jy ot Ho Jy ot 
Aplicando el teorema de Ostrogradsky: 
> > 
dW 
m -Lj 18, 4Aló6 + Ll gw 
dt Ho Je ot Ho Jy 2t 


Si extendemos Tt’ a un volumen infinitamente grande, la superficie S’ que lo limita es- 


tará en el infinito y como B a grandes distancias varía como z 2A como z y dS’ 


> > 
crece como tr, resulta quesi S' >0 , (Ba 2A) -dS' 50. Así pues, 


w is BÊ dt’ (8.2) 


En realidad, no hace falta que 7” sea infinitamente grande, basta con que contenga todos 
los puntos en los que Bx0. Podemos definir una densidad de energía magnética que, 
en todo punto, valdría 


-> > 
8.14. Energía magnética en función de J yA 


Escribamos la expresión (8.2) en la forma: 
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-> > > > > > 
Aplicando V. (AaB) =B-VAA — 


> > 
que, en buenos conductores, V a B = po 


Won 


donde 7’ es cualquier volumen que contenga todas las regiones donde Jx0. 


> 
A los conductores por los que circula una densidad de corriente J conviene asociarles 


una densidad de energía 


8.15. Energía magnética en función de I y ® 
=> 
En los circuitos filiformes, la expresión J dt’ del elemento de corriente es idl y 


tendremos: 
m 2 C 2 T 


donde los sentidos positivos de | y ® están relacionados por la regla del sacacorchos. 


8.16. Energía magnética en función de las corrientes y los coeficientes de 
inducción 


En el caso de un circuito único, como ® =L |, será: 
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1 lg 
En el caso de dos circuitos a y b por los que circulen corrientes de intensidades |, e l,, 
tendríamos: 


1 1 
m 2 laa +3 10 


siendo 


Da = Paa + Pha y Da = Dab + Pho 
donde ® a y Dj; son los flujos que atraviesan los circuitos a y b debidos a las corrien- 
tes |, e lẹ respectivamente. De ello se deduce: 


1 1 1 1 
T > la Baa +5 lo Php +3 la Pha +3 lo Dar, 


pero 
por tanto: 


O a E 


Los dos primeros términos son las autoenergías debidas a la interacción de cada co- 
rriente con su propio campo, mientras que el tercer término es la energía de interacción 
debida a la inducción mutua. 


8.17. Descarga oscilante de un condensador 


Consideremos un condensador de capacidad C en serie con un interruptor Y y una in- 
ductancia que encierra dentro de ella el campo magnético que crea la corriente que por 
ella circula. Sea L su coeficiente de autoinducción (Figura 8.14). Sea Q, la carga que tiene 
el condensador. Al cerrar el interruptor Y, se ponen en comunicación las dos armaduras 
y pasarán electrones de la armadura negativa a la positiva originando en el circuito una 
corriente que va de la armadura positiva a la negativa, iniciándose la descarga del con- 
densador a través de la inductancia. Así las cosas, en un instante t cualquiera, la d.d.p. 
entre las armaduras debe ser igual a la que aparece entre los terminales de la bobina. Si 
es q la carga del condensador en el instante t, en el instante t+dt será q- dq y la carga 
que circula por el circuito durante el tiempo dt será igual a la disminución - dq de la 
carga del condensador. Por tanto, 
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Sumando las d.d.p. a lo largo del circuito, 


q d 
a 
La, d o 
gte“ 
Figura 8.14 2 
aq 49 


La solución de esta ecuación diferencial es del tipo 


q = A sen (ut + q) siendo O= == 


vV 


Para t=0, q= Qs , lo que implica Q, = Á sen q . Pero, en tal instante, también i= 0 
y como 


i = -$ = -Ao cos (wt + ọ) 
sería 


O = -Ao coso => 0d = 


Na 


y por tanto, A=Q, y queda: 
q = Q, sen (wt +3) = Q, Cos ot 


i = -9 = +Q, 0 sen ot 


Las gráficas de q ei en función del tiempo están representadas en la Figura 8.15. 


La descarga del condensador es, pues, oscilante y la frecuencia de las oscilaciones sería 
1 
= STE - Por tanto, es independiente de la carga inicial Q, del condensador y sólo 
T 
depende de los parámetros del circuito. 


Es fácil interpretar intuitivamente el comportamiento del circuito mediante un razo- 
namiento energético. En efecto, la energía eléctrica almacenada inicialmente en el con- 
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2 
densador cargado es 26 . A medida que se 


descarga, esta energía va disminuyendo al 
mismo tiempo que aumenta la energía 
magnética almacenada en la bobina, la cual es 


+ Li?. Esta energía se hace máxima cuando 
la carga del condensador es nula. En ese ins- 
tante, pues, toda la energía eléctrica inicial- 
mente almacenada en el condensador se ha 
transformado en energía magnética. De no 
existir la inductancia, se anularía la corriente 
en el circuito. Pero como la f.e.m. de autoin- 
ducción tiende a oponerse a la causa que la 
origina, se opondrá a la desaparición de la co- 
rriente y hará que ésta siga circulando en el 
mismo sentido durante el cuarto de periodo 
siguiente, con lo que el condensador se cargará 
con polaridad opuesta a la inicial. Al ir car- 
gándose el condensador, almacena en su 
campo eléctrico energía que toma del campo 


Magnetismo 


Figura 8.15 


magnético de la corriente, la cual irá disminuyendo hasta anularse en el momento en 
que el condensador haya recuperado la carga Q, con la polaridad opuesta. En este mo- 
mento se halla en condiciones análogas a las iniciales (salvo la polaridad) y se inicia una 
nueva descarga en sentido contrario y así sucesivamente. La energía va pasando del 
campo eléctrico del condensador al magnético de la inductancia y recíprocamente, de 
manera análoga a como en un péndulo la energía pasa de potencial a cinética y de ciné- 


tica a potencial, dando oscilaciones mecánicas. 


Si en el circuito existiera algún elemento que disipara energía, por ejemplo una resis- 
tencia R (Figura 8.16), se comprende que la energía que adquiere el condensador después 
de cada oscilación (y por tanto su carga) es progresiva- 
mente menor con lo que tendríamos oscilaciones 


amortiguadas. En efecto: Como la suma de las d.d.p. a 


lo largo del circuito ha de ser nula, tendremos: 


siendo 


Figura 8.16 Así pues, 
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a? 
LIRA 
o lo que es igual: 
dq Rd A 
de FUdA4?*CL” 


La solución oscilante de esta ecuación diferencial corresponde a oscilaciones amortigua- 
das: 


q = A el cos at 
La representación gráfica de esta función podemos verla en la Figura 8.17. 


Imponiendo condiciones de contorno, resulta: 


A =0, 
b=- R 
2L 


e E 
sl Ro <4G 


Cuando R*=4 é , no habría oscila- 


ción, pues œ =0 y estaríamos en condi- 
ciones de amortiguamiento crítico y para 
valores de R mayores, tampoco habría 
oscilación. La descarga del condensador 
sería aperiódica. 


Figura 8.17 
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Capítulo 9. Propiedades magnéticas de la materia 


Los fenómenos magnéticos tratados hasta ahora tenían lugar en el vacío, o en el aire que 
es casi igual desde un punto de vista magnético y la propiedad del mismo de transmitir 
a distancia las fuerzas magnéticas venía caracterizada por su permeabilidad magnética 
Ho Ahora bien, la presencia de un medio material altera las propiedades magnéticas del 


espacio de manera parecida a cómo altera las propiedades eléctricas del mismo. 


Antes de entrar de lleno en el estudio de la mencionada alteración, deberemos introdu- 
cir algunos conceptos que ayuden a la comprensión de los fenómenos. Vamos a ello. 


9.1. Dipolo magnético 


En el estudio de los dieléctricos, los efectos observados se interpretaban por la polariza- 
ción eléctrica del medio. Es decir, cada molécula se polarizaba en la dirección del campo 
eléctrico o tendía a orientarse según él si era ya de por si un dipolo. En Magnetismo, 
llamamos dipolo magnético a una espira de corriente de pequeña extensión. Puede de- 
mostrarse que el potencial vector que crea un dipolo en todo punto del espacio es 


> 
> u > 
0 AL 
A = 4 1 MA r2 
. > . 
siendo m el momento magnético del dipolo, que es un vector normal al plano de la ór- 
bita, dirigido en el sentido de avance de un sacacorchos que, situado en el centro, girase 


en el sentido indicado por la corriente y cuyo módulo es, m=1S, el producto de la 
intensidad de la corriente por el área de la superficie plana encerrada por la espira. El 


> 

vector r, es de módulo unidad y está dirigido del centro del dipolo hacia el punto P en 
> 

el que se determina A y r es la distancia del centro del dipolo al punto P (Figura 9.1). El 


> >> 
campo B que crea dicho dipolo puede obtenerse entonces a partir de B=VAA, con lo 


que para determinar sus componentes deberemos calcular las derivadas espaciales de las 


> 
componentes de A. Si se consideran coordenadas esféricas, queda entonces: 
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E p cos 0 P (r, 6, q) 
H m 
NELE e E 
Ba = Fn P sin 8 í 
A meo 
B, = 0 i 


> 
siendo m =S. Estas componentes de B son análo- 
— 
gas, formalmente, a las correspondientes al campo E 


creado por un dipolo eléctrico. Figura 9.1 


9.2. Materiales magnéticos 


Desde el punto de vista de su comportamiento magnético, los materiales pueden clasifi- 
carse en tres grupos. 


Para establecer esta clasificación, conside- 
remos una bobina recta y de longitud fi- 
nita, recorrida por una corriente intensa. 
El aspecto que presentarían las líneas del 
campo creado por ésta sería, aproxima- 
damente, el indicado en la Figura 9.2. Esto 
es, el campo magnético sería muy intenso 
en el centro de la bobina. En las bocas, su 
módulo sería considerablemente menor y 
en el exterior, pero cerca de las bocas, es 
donde el módulo del campo magnético 
experimenta la disminución más impor- 
tante. 


Figura 9.2 


Imaginemos que, en esta región, donde existe la máxima difluencia de las líneas de 
Fuerza, colocamos un cuerpo C. Pueden suceder tres cosas: 


1? Que la fuerza que actúa sobre C sea repulsiva y débil (comparada con el peso de 
C), en cuyo caso diremos que el cuerpo es diamagnético. 


2* Que la fuerza que actúa sea atractiva pero también débil, en cuyo caso diremos 
que el cuerpo es paramagnético. 


3* Que la fuerza que actúa sobre C sea también atractiva, pero intensa (frente al 
peso de C), en cuyo caso diremos que C es ferromagnético. 
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Son diamagnéticos el agua, el NaCl, la mayoría de los compuestos inorgánicos y casi to- 
dos los orgánicos. Son paramagnéticos el oxígeno líquido y el sodio, por ejemplo. Y son 
ferromagnéticos el hierro, el cobalto, el níquel y algunas aleaciones. 


Como, según veremos, un cuerpo puede presentar simultáneamente aspectos dia- y pa- 
ramagnéticos, será diamagnético cuando el diamagnetismo predomine sobre el para- 
magnetismo y será paramagnético cuando suceda lo contrario. Vamos a explicar a con- 
tinuación, brevemente, en qué consisten los efectos diamagnético y paramagnético. 


En la actualidad, existe evidencia experimental suficiente de que los electrones de los 
átomos son dipolos magnéticos que se emparejan de manera que sus momentos dipola- 
res sean iguales en módulo y sus sentidos opuestos. Si todos los niveles energéticos de 
los átomos estuvieran completos, los momentos dipolares se contrarrestarían dos a dos 
y el átomo, en conjunto, no sería un dipolo ya que no tendría momento dipolar resul- 
tante. Sin embargo, hay átomos que poseen subniveles energéticos incompletos. En ellos 
no se producirá la anulación, antes citada, del momento dipolar resultante y poseerán 
un momento dipolar propio. Es decir, se comportarán como dipolos magnéticos. 


Imaginemos que un material contiene átomos de este tipo y que sobre él actúa un 


campo magnético B. Como ya se ha visto, dicho campo provoca que el dipolo se oriente 
de tal manera que su momento magnético tenga la misma dirección y sentido que el 
campo aplicado. Este efecto de orientación de los dipolos del material recibe el nombre 
de paramagnético y por lo tanto sólo podrá tener lugar en los materiales que contengan 
átomos con momento dipolar propio. Superpuesto al efecto paramagnético existe siem- 
pre el efecto diamagnético del cual trataremos a continuación. 


Al moverse un electrón a lo largo de su 
órbita, constituye una espira de co- 
rriente cuya intensidad sería l=ne, 
donde n es el número de vueltas que da 
por segundo y e es la carga eléctrica que 
posee. Si la órbita es recorrida por el 
electrón en el sentido que se indica en 
la Figura 9.3 (a) y el campo que actúa 
sobre él es el indicado, la fuerza magné- 
tica que se ejerce sobre la carga tendría 
dirección perpendicular a la órbita 
(contenida en su plano) y apuntaría ha- 
cia fuera. Esto reducirá la aceleración 
centrípeta de la partícula y por lo tanto, 
la velocidad angular de rotación. La in- (a) (b) 
tensidad de corriente en la espira dis- 

minuirá y el nuevo momento magné- Figura 9.3 


my 


z| 3) 


— 
tico M’ será inferior. Así pues, la aplica- 
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> > > 

ción de B sobre el dipolo induce un momento magnético M'—M de sentido opuesto al 
del campo aplicado. Lo mismo sucedería si la órbita fuese recorrida por el electrón en 
sentido contrario. En este caso (Figura 9.3 (b)), la fuerza apunta hacia el núcleo, aumen- 


=> 
taría la velocidad angular del electrón y por ello el nuevo momento magnético M’ sería 
— 
ahora mayor en módulo. La acción de B sobre el electrón induce, pues, la aparición de 


> > 
un momento magnético M'-—M de sentido opuesto al del campo aplicado. 


El efecto según el cual la aplicación de un campo magnético B sobre un material induce 
un momento magnético de sentido opuesto recibe el nombre de diamagnetismo. Está 
presente en todos los materiales. En cambio, el efecto que se produce en los átomos que 
de por si ya son dipolos magnéticos, de orientar sus momentos dipolares en la misma 
dirección y sentido del campo aplicado, es el paramagnetismo. Si, en un material, pre- 
domina el diamagnetismo sobre el paramagnetismo, diremos que es diamagnético y si 
sucede lo contrario, paramagnético. 


9.3. Intensidad de imanación 


Ya se ha indicado que los materiales magnéticos pueden tratarse como distribuciones de 
-> 
dipolos. Conocemos ya las expresiones del potencial vector A y del campo de inducción 


-} 

magnética B creados por un dipolo. Para determinar el potencial vector y el campo crea- 
dos por los dipolos de un material magnético será necesario, pues, definir una magnitud 
que desempeñe un papel similar al de la polarización en los dieléctricos. Dicha magni- 


> 
tud será la intensidad de imanación M; tendrá carácter vectorial y representará el mo- 
mento dipolar por unidad de volumen. Así, si consideramos un volumen t pequeño y 


> 
en él el momento dipolar medio por átomo es m y N es el número de átomos por uni- 
dad de volumen, será 


> > 
M <= Nm 


9.4. Inducción magnética en un punto exterior 


Consideremos un material magnético que ocupe un volumen 7t (Figura 9.4). En todos 


- > 

sus puntos tendremos definida una intensidad de imanación M (x', y”, z’). Para calcu- 
lar el potencial vector creado por los dipolos del material en un punto P exterior, dividi- 
remos aquél en elementos de volumen d7”. Cada uno de ellos, dada su pequeñez, será 


> 
asimilable a un dipolo de momento dipolar M dt’ y el potencial vector creado en P por 
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drt será: 


sz 
dA = 


> > > > 
A = t f Mat d = Fo Mav (t) dt 
T’ 


T 


Por otra parte, 


> Y AM > [M 
A = Ho f Zam dr - to | VWaj|—=| dr 
4], r 4T E r 


Aplicando el teorema del rotacional: 


resulta: 


> > > > 
A - Ho Man dS’ + Ho | VaM dr' 
án Jo r án l, r 


> > 
Se ha prescindido del acento en la segunda integral puesto que resulta obvio que V a M 


debe incluir las derivadas respecto x’, y”, z’. 


Así pues, a efectos de cálculo del potencial vector en un punto exterior, creado por los 
dipolos de un material imanado, podemos sustituir dicho material por dos distribucio- 


nes de corriente: Una superficial extendida a la superficie que ocupaba el material y cuya 
> > >» 
densidad de corriente sería A¿=MaAn y otra espacial repartida por el volumen que 


> > > 
ocupaba el material y cuya densidad sería J= V ^ M. En estas condiciones: 
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> 5 
A = Po Aa dS’ + Ho de dt’ 
4T gy ' 4n T 


Las densidades anteriores reciben el nombre 
de densidades superficial y espacial de las co- 
rrientes equivalentes de Ampère. 


Si se desea calcular el potencial vector en 


puntos interiores al material, puede proce- 
y 
derse de la misma manera y como A se 


> > 
puede expresar en función de A, y Je , po- 


-> 
demos escribir B utilizando la ley de Biot y 


PON Figura 9.4 
> > T > 
> > > H Ar H AT 
B=VAA = el day + | 1 d 
É AT | , rÊ AT # rê 
Así pues, para todo punto del espacio: 
> > 
AN E LON 
4 g T 4n è r 


> > 
siendo A, y Ję las densidades de las corrientes equivalentes de Ampère. 


> > 
Si considerásemos corrientes de cargas libres de densidades superficial A y espacial J, 


> > > > >» > 
ze | A+Man y me | Lodo dl 


r 41 r 
Hemos reducido el problema de determinar campos magnéticos en presencia de mate- 


riales magnéticos a un problema de cálculo de campos magnéticos creados por distribu- 
ciones de corrientes en el vacío. Luego, en presencia de materiales magnéticos, también 


> > 
será aplicable la relación V .B=0. 
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9.5. Interpretación física de las corrientes de Ampére 


Sea una barra, de longitud unidad, uni- 
formemente imanada de manera que su 


> 
intensidad de imanación M sea paralela a 
la generatriz del cilindro que constituye la 
barra. Supongamos ésta descompuesta en 
celdas elementales, de sección dS y longi- 
tud unidad, recorridas por una corriente 


de intensidad A, (Figura 9.5). En las pare- 
des comunes a dos celdas contiguas, las 
corrientes de una y otra se contrarrestan y 
por ello, sólo quedará una corriente su- 
perficial de intensidad A, A/m. Esta co- 
rriente origina un momento magnético Figura 9.5 
dirigido paralelamente a la barra y cuyo 

módulo sería A,¿S que, si lo igualamos a 

la suma de los momentos magnéticos de las corrientes de las celdas, dará 


MaS = fuos 
S 


y como M es constante, será 
ÀS = MS > A, = M 


o sea que, efectivamente, 


> > > 
làs l = [Man| 


-> 
Si la densidad de corriente 2, no fuese la misma para las distintas celdas, las corrientes 
no se compensarían en los puntos interiores de la barra y además de la corriente superfi- 
— 
cial, tendríamos una corriente espacial de densidad J,. Puede comprobarse, a través del 
> > 


e 
esquema, que J= V A M. Como las celdas pueden ser tan pequeñas como se quiera, 


> > 
podemos explicar el origen de las densidades de corriente de Ampère A, y y, a escala 
atómica. 


> 2 > 
Por ser Ją un rotacional, deberá ser V-J,¿=0 y de aquí resulta que no puede acumu- 
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=> 
larse carga en un punto a causa de J. Además, estas corrientes no producen calenta- 


miento, pues no implican arrastre de electrones y proceso de choque y dispersión de los 
mismos, como sucede en las corrientes de conducción. 


=> 
9.6. Campo magnético de excitación H 


Ya hemos visto que, en el vacío y para corrientes estacionarias: 
> > 
VAB =p y 
Acabamos de ver que para determinar el campo creado por los dipolos de un material 
imanado podemos sustituir el material por las corrientes equivalentes de Ampére. Así 


pues, para corrientes estacionarias, pero ahora considerando la presencia de materiales 
magnéticos, tendremos: 


> > > > > > > 
VAB =m (J+J) = m (J +V AM) (9.1) 


Esta ecuación sólo es aplicable a los puntos en los que existan las derivadas espaciales de 


> > > 
las componentes de B, pues sólo en ellos puede calcularse V A B. En estas condiciones, 
de la ecuación (9.1) resulta: 


> > 
J 


> > > 
Llamando H al campo u 7 M tendremos que V AH = en cualquier punto, en el 
o 


> B > 

caso estacionario y en presencia de materiales magnéticos. El campo H a S M recibe 
o 

el nombre de campo de excitación magnética. Su rotacional es, en todo punto, indepen- 


diente de la densidad espacial de las corrientes equivalentes de Ampère. Así pues, en 
general, 


> > > 
B = p (H+M) 


—> 
Situándonos siempre en el caso estacionario, el flujo del rotacional de H a través de una 
superficie abierta S, será: 
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> > > > > 
[7.2.8 = [33 = | (9.2) 
S S 


donde | será la carga libre que, por unidad de tiempo, atraviesa la superficie S en el sen- 
tido positivo. Aplicando el teorema de Stokes a (9.2): 


> > > > 
=- [38 - pia 
S C 


donde C es el contorno de la superficie S. 


Así pues, podemos enunciar que la circulación de H a lo largo de cualquier curva ce- 
rrada es igual a la intensidad de la corriente de cargas libres que atraviesa la superficie 
limitada por dicha curva. Esta es la ley de Ampére de la circulación y es válida para el 
caso estacionario, aunque considerando la presencia de materiales magnéticos. La circu- 


lación 
> > 
f H - d£ 


recibe el nombre de fuerza magnetomotriz. 


9.7. Susceptibilidad magnética y permeabilidad 


Para muchos materiales magnéticos, existe una relación de proporcionalidad entre la in- 


> > 
tensidad de imanación M y el campo de excitación H: 
> > 
M = Xm H 
Sólo en el caso en que dichos materiales sean lineales, homogéneos e isótropos (LHD), Xm 


> > 
será una constante adimensional en el SI y entonces M y H tienen la misma dirección. 


Los materiales ferromagnéticos no pueden considerarse LHI pues, como se verá más 


> 
adelante, la susceptibilidad depende, en estos casos, del campo H, entre otras cosas. 
Restringiendo, de momento, nuestro estudio a los materiales para- y diamagnéticos, 


> > 
puede verse que en el caso de los paramagnéticos X,,>0 puesenellos M y H tienen 
la misma dirección y sentido. En este tipo de materiales, Xx, <<1 . Para un material 


> > 
diamagnético, Xpm<0 puesen ellos M y H tienen sentidos opuestos, siendo también 
Lp 1 << 1. 
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> > > 
Si recordamos que la relación B=p, (H+M) es totalmente general, resulta enton- 


ces, que 


> > > > 
B = p (1+X%m) H =4..4HAH=puHh 


Xm es una magnitud adimensional en el sistema de unidades SI. Lo mismo sucederá en- 
tonces con pu, =1 + Xm - Esta magnitud p, se denomina permeabilidad relativa y sólo 
será constante en el caso de materiales LHI, así como H=H,¿H, que tendrá las mismas 
dimensiones que p, La magnitud p recibe el nombre de permeabilidad absoluta del ma- 
terial. 


Para materiales paramagnéticos, u, > 1 , aunque difiere muy poco de 1 y para materiales 
diamagnéticos H,<1 y también muy poco diferente de la unidad. Para materiales pa- 
ramagnéticos, 4 >, y para los diamagnéticos, 4 < Ho: 


— 
Sólo en el caso de que estemos tratando con materiales LHI podremos asegurar que B y 


— 
H tengan la misma dirección y sentido, pues sólo entonces será una constante posi- 
tiva. 


9.8. Ferromagnetismo. Histéresis 


Se ha dicho anteriormente que los materiales ferromagnéticos tales como el hierro, el 
cobalto, el níquel y algunas aleaciones, experimentan acciones del mismo sentido que 
los paramagnéticos, aunque mucho más intensas. Comenzaremos describiendo algunos 
fenómenos macroscópicos relacionados con dicho tipo de materiales y posteriormente 
intentaremos interpretarlos a partir de su estructura microscópica. 


Figura 9.6 
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Consideremos un anillo de material ferromagnético sobre el cual se ha arrollado uni- 
formemente un cierto número de espiras que podrán ser recorridas por una corriente 
eléctrica. El circuito de alimentación de las espiras estará constituido por un generador 


de £.e.m. 8 conectado en serie con un reostato y un amperímetro que nos permitirá, en 
todo momento, conocer la intensidad de la corriente que circula por el devanado. 
Asimismo, dispondremos de otra espira, aislada de las anteriores, que colocaremos abra- 
zando el anillo y que conectaremos a un instrumento V que nos permita determinar las 
f.e.m. que puedan inducirse en ella cuando se varíe la intensidad de la corriente que cir- 
cula por la excitación. Conociendo la intensidad correspondiente a la excitación, sabre- 
mos también cuánto vale H en todo punto, puesto que según la ley de Ampère: 


N I 
H-27R = NI > H =5 RA 


Haciendo variar |, haremos variar H y variará también el 

B flujo magnético que atraviesa la espira conectada a V con 
lo que, si partimos de B=0 y H=0, midiendo las 

f.e.m. inducidas en la espira podremos conocer las varia- 

ciones del flujo que la atraviesa y a través de ellas, las va- 

12 riaciones de B en el anillo y así podremos saber qué valor 

de B corresponde a cada valor de H. Si realizamos la ante- 

rior experiencia, con un anillo que no hubiera sido ima- 

nado previamente, se obtiene una curva como la de la 

H Figura 9.7. En ella, puede verse que si aceptamos como 


> > 
válida la relación B=Hu H,p no puede considerarse 

Figura 9.7 constante y además, depende forzosamente de H (en un 
material ferromagnético). 


Si, en vez de representar los valores de B en fun- 
ción de H, representáramos las variaciones de M 


> B > 
con H obtendríamos, dado que M= u -H , una 
0 
gráfica, como la representada en la Figura 9.8, en 


la que se observa una tendencia asintótica hori- 
zontal. Alcanzado el valor de M correspondiente, 
esta magnitud deja de aumentar por mucho que 
aumente H. Se dice entonces que el material ha 
alcanzado el estado de saturación magnética S. 
Las curvas B-H (1?) y M-H (12) aquí descritas re- 
ciben el nombre de curvas de primera imana- 
ción. Si hiciéramos disminuir H, observaríamos 
que M iría tomando valores más altos que los an- Figura 9.8 
teriormente medidos en primera imanación pa- 


O Los autores, 2000; O Edicions UPC, 2000. 


180 Magnetismo 


ra el mismo H. Veríamos también que al anular la excitación queda todavía una imana- 
ción remanente M,. Para anularla, deberemos aplicar un campo H de sentido contrario 
(ello se conseguiría invirtiendo el sentido de la corriente en las espiras). Si se hace esto, 
se observa que para un valor H, del campo inverso la imanación es nula. Este campo H, 
que anula a M recibe el nombre de campo coercitivo. Si seguimos aumentando el mó- 
dulo del campo inverso, veremos que la imanación invierte su sentido y aumenta en 
módulo hasta un nuevo valor máximo correspondiente a otro estado de saturación 
magnética S’. Los estados de saturación S y S’ son simétricos en la gráfica. 
Disminuyendo, a continuación, el módulo del campo inverso hasta anularlo, se observa 
que vuelve a quedar una imanación remanente en el material, de sentido contrario al 
de M,. Cambiando nuevamente el sentido del campo H conseguiríamos hacer desapare- 
cer esta imanación y ello se lograría para un campo directo de igual módulo que el coer- 
citivo, pero de sentido opuesto. Si seguimos aumentando el módulo del campo directo, 
volveremos a alcanzar el estado de saturación magnética S, completando así el llamado 
ciclo de histéresis del material ferromagnético que constituye el anillo. 


Los valores del campo coercitivo y de la imanación remanente de un ciclo de histéresis 
dependen del material ferromagnético. Así, el hierro dulce tiene un campo coercitivo 
mucho menor que el acero. Su ciclo de histéresis será, por lo tanto, más estrecho que el 
del acero. Interesa que los núcleos de la maquinaria eléctrica tengan un campo coerci- 
tivo pequeño pues, como se verá más adelante, las pérdidas energéticas en forma de ca- 
lor que se originan al describir un ciclo de histéresis son proporcionales al área que éste 
encierra, 


Debe advertirse que si se representara el ciclo en 
un diagrama B-H, la tendencia asintótica corres- 
pondiente a los estados de saturación no sería 
horizontal, lo cual modificaría ligeramente el 
aspecto de las curvas de histéresis. En la Figura 
9.9 podemos ver que, para un material ferro- 
magnético, la permeabilidad no es solamente 
función de H, sino que también depende de los 
estados de imanación previos del material, es de- 
cir, de la historia magnética de éste. Por ejemplo, 
si al ir disminuyendo H alcanzamos el estado re- 
presentado por el punto 2 del ciclo (Figura 9.9) 
aumentáramos entonces H, la curva de variación , 
que obtendríamos para B sería la correspon- Figura 9.9 
diente al tramo 2-3 inferior. Si ahora redujéra- 

mos H, volveríamos al estado definidó por 2 pero siguiendo el tramo superior 3-2. 


Otro aspecto interesante del ferromagnetismo es su dependencia de la temperatura. En 
efecto, para valores de ésta superiores a uno característico del material, éste pierde su ca- 
rácter ferromagnético y se convierte en paramagnético. Esto se puede comprobar me- 
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diante una varilla de níquel soportada por un imán en herradura. Calentando la varilla, 
observaremos que al alcanzar unos 350°C cae, pues el imán ya no le ejerce una fuerza 
suficiente para compensar su peso. El níquel se ha convertido en paramagnético. La 
temperatura por encima de la cual un cuerpo ferromagnético pierde su carácter de tal re- 
cibe el nombre de punto de Curie. Para temperaturas muy superiores al punto de Curie, 
la susceptibilidad del material paramagnético sigue la llamada ley de Curie-Weiss: 


donde C es la constante de Curie y 0 el punto de Curie del material. 


Los puntos de Curie del Fe, Co y Ni son 750°C, 1100°C y 350°C, aproximadamente. 


9.9. Dominios de Weiss 


Los comportamientos macroscópicos de los materiales ferromagnéticos tienen su origen 
en la propia estructura microscópica de éstos, como veremos a continuación. El hecho 
de que los materiales ferromagnéticos tengan una susceptibilidad positiva, como los pa- 
ramagnéticos, hace sospechar que sus átomos sean, de por si, dipolos. Y el hecho de que 
las acciones que experimenta un material ferromagnético sean mucho más intensas que 
las correspondientes a un material paramagnético nos indica que no nos hallamos ante 
dipolos individuales que se muevan libremente, sino ante grupos numerosos de ellos 
orientados todos de igual manera dentro de cada grupo. Naturalmente, dentro de cada 
grupo la intensidad de imanación será la de saturación puesto que, si todos los dipolos 
del grupo están igualmente orientados, el momento magnético será el máximo posible. 
Pronto podremos comprender todo esto, pero bueno será, para empezar, exponer el lla- 
mado modelo de Ewing, que nos ayudará a comprender la idea de ordenación espontá- 
nea de los dipolos. 


En un tablero, Ewing distribuía reticularmente un gran número de pequeñas brújulas. 
Rodeaba el tablero con unas espiras por las que se hacía circular una corriente tal que 
compensaba el campo magnético terrestre. De esta manera, en todos los puntos del ta- 
blero había un campo magnético nulo y se observaba que, entonces, las brújulas se 
orientaban por si mismas formando grupos en los cuales eran paralelas. Sacudiendo el 
tablero, puede apreciarse la gran estabilidad de los grupos así formados. Variando, poco a 
poco, la excitación exterior, Ewing reprodujo cualitativamente el recorrido de la curva 
de imanación. 


Parece, pues, en principio, que en un material ferromagnético que manifiesta un com- 
portamiento parecido debe suceder algo análogo a lo que sucede en el tablero. El experi- 
mento de Ewing es ilustrativo del fenómeno de la imanación espontánea que se pre- 
senta en los materiales ferromagnéticos. En éstos, los dipolos aparecen agrupados en 
grupos dentro de los cuales y en ausencia de excitación exterior, todos los dipolos tienen 
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la misma orientación. Ello se debe a la existencia de unas fuerzas, que Heisenberg llamó 
de intercambio, mucho más intensas a corta distancia que las interacciones magnéticas 
entre dipolos. A ellas se debe que, en cada grupo, las orientaciones de los dipolos sean las 
mismas. 


Ya Weiss, en 1907, dio un fundamento termodinámico a la existencia de los grupos o 
dominios ferromagnéticos. Estos dominios tienen volúmenes comprendidos entre 1078 
y 10”? cm? y contienen unos 101 átomos. Se comprende, pues, que el momento magné- 
tico por unidad de volumen, o intensidad de imanación, dentro de cada dominio sea el 
correspondiente a la saturación. 


El propio Weiss puso de manifiesto que en 
un cristal existen direcciones privilegiadas 
de imanación o direcciones de imanación fá- 
cil. Así, en un monocristal de hierro éstas 
coinciden con las de las aristas del mismo. Si 


> 
se aplica un campo de excitación H según la 
dirección de dichas aristas, se logra la satura- 
ción para un valor H = 560 A/m. En cam- 


CN 


bio, si la dirección de H fuese la de una dia- 
gonal del cristal, la saturación exige que 
H = 35.000 A/m. Todo esto nos indica que 
en los dominios, dado que en ellos existe saturación, los dipolos están orientados según 
las direcciones de imanación fácil (Figura 9.10). 


Figura 9.10 


Imaginemos que arrollamos un cierto nú- > A AA 
mero de espiras sobre una barra de hierro y EA f 1 

que hacemos pasar por ellas una corriente PA AAA 
débil. Veamos cuál es la acción del campo H a y MA 
sobre dos dominios contiguos. Entre dos i ; 
dominios, el cambio de orientación de los pared 
dipolos no es brusco, sino gradual, exis- 

tiendo dipolos de orientaciones intermedias 7 Pii 


que constituirán la pared divisoria de ambos 


2 A 
dominios (Figura 9.11). Si el campo H tiene EEA Fa AA 
la dirección de los dipolos del dominio de la AS 
izquierda, éstos no verán alterada su orien- 
tación, mientras que los dipolos de la pared 


estarán sometidos a pares de fuerzas que , 
> Figura 9.11 
tenderán a orientarlos en la dirección de H. 


Asimismo, los dipolos próximos de la iz- 
quierda del dominio orientado menos favorablemente experimentarán pares orientado- 
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res que vencerán a las fuerzas de intercambio que son menos intensas para estos dipolos 
que para los más interiores al dominio. Ello se traduce en un aumento de volumen del 
dominio de la izquierda, a expensas del correspondiente al dominio de la derecha. 


-3 
Analizando ahora, globalmente, la acción de H sobre todos los dominios, veremos que 
aumenta el volumen de los dominios en los que los dipolos están orientados en direc- 


—) 
ciones próximas a la de H, a expensas de los otros dominios. Si antes se compensaban los 
momentos magnéticos de los dominios, ahora predominarán las componentes de los 


> 
momentos magnéticos según la dirección de H, con lo que el momento magnético me- 
> > 
dio ( M ) tendrá la dirección de H. Si el campo aplicado es débil, los desplazamientos de 


las paredes son reversibles. Si se intensifica H suficientemente, las paredes podrán en- 
contrarse con obstáculos de la estructura del cristal 

(impurezas, dislocaciones, etc.) que impidan su despla- 

zamiento hasta que, al forzarlas más, salten el obstá- 

culo con el consiguiente aumento brusco de volumen B 


> 
del dominio. Si se redujera entonces H, el mismo obs- 
táculo se opondría a que la pared recuperara su posi- 
ción anterior, por lo que el desplazamiento sería irre- 
versible. Ello explica por qué, una vez alcanzada la sa- 
turación, queda una imanación remanente en la mues- 


tra al suprimir H. La irreversibilidad de los desplaza- 
mientos de las paredes puede ponerse de manifiesto si 
se conecta un altavoz, con un sistema amplificador, a 
un arrollamiento devanado sobre la muestra ferro- Figura 9.12 
magnética. Cuando se producen los saltos, se “oyen” 
los chasquidos correspondientes a través del altavoz, 


dado que se originan aumentos súbitos de M. La parte aparentemente rectilínea de la 
curva de primera imanación está constituida, en realidad, por una sucesión de pequeños 
escalones. Esto puede verse en la Figura 9.12, en donde el tramo encerrado en un círculo 
representa una ampliación de una pequeña parte del tramo rectilíneo citado. 


9.10. Energía disipada en un ciclo de histéresis 


Para recorrer un ciclo de histéresis, es necesario que los generadores que alimentan las 
espiras del anillo suministren energía. En efecto, al variar la intensidad de la corriente 
que recorre las espiras se induce, en ellas, una f.e.m. que se opone a la variación. Así las 
cosas, para establecer la nueva intensidad de la corriente, será necesario que el generador 


; ; ; 0 : do 
trabaje contra la f.e.m. inducida, esto es, que suministre una f.e.m. extra iguala N rl 
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siendo N el número de espiras y D el flujo de inducción magnética que atraviesa una de 
ellas. Luego, la potencia extra que debe suministrar el generador para trabajar contra la 
f.e.m. inducida será: 


siendo I la intensidad de la corriente. 
Como P=BS, resulta que 


dW dB 


o sea, que la energía que el generador debe suministrar para que B varíe en dB será 


dW =I|NSdB o sea MW == S£dB 


Como en el anillo H= vi , resulta, pues, que: 


dW = 1HdB 
siendo qt el volumen del anillo y H la excitación magnética en él. 
Por tanto, si queremos recorrer el tramo gb del 


ciclo de histéresis (Figura 9.13), la energía que 
deberá suministrar el generador será: B 


TIA 


4 
<| 


y 


XK? 


Y 


A 
Ko 

e 
4 


W, = 1 a dB SY 
S 


A partir de este estado, si hacemos disminuir 
H, la f.e.m. que se induce en las espiras tendrá 
ahora polaridad opuesta a la anterior, con lo 
que será el circuito el que entregue energía al 
generador. Cuando se pasa de bac, la energía 
entregada por el generador es 


c 
Wa = «|» dB 


b 


Figura 9.13 


por lo que, entre g y c, la energía que entrega el generador al circuito será 
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b le 
W = W4+4WwW <=" |HdoB + 721HdB 
g b 


Razonando análogamente para el resto de tramos del ciclo, se ve que la energía total que 
el generador entrega al circuito cuando se describe un ciclo completo es: 


W= 1 H daB 


Esta integral viene medida por el área encerrada por el ciclo que, a la vista de esta última 
expresión, representa la energía entregada al núcleo por unidad de volumen. Como quiera 
que después de un ciclo el sistema vuelve a su estado inicial, la energía suministrada no 


puede aparecer bajo la forma magnética y, por lo tanto, solo podrá disiparse en forma de 
calor. 


9.11. Circuitos magnéticos 


Consideremos un anillo toroidal de 
longitud media £. Devanemos sobre 
él N espiras que consideraremos uni- 
formemente repartidas sobre él. Sea | 
la intensidad de la corriente que cir- 
cula por las espiras. Las líneas de 


campo de H y las de B estarán cana- 
lizadas por el anillo a causa de la 
gran permeabilidad de éste. Si el ani- 
llo es suficientemente estrecho, el 
módulo H será, prácticamente, cons- 
tante en todos los puntos e igual al 
que corresponde a los puntos de la 


7 


circunferencia media. Así, según la Figura 9.14 
ley de Ampère: da 
H £ = NI > H = YE 


Si es ų la permeabilidad que corresponde al material ferromagnético para una tal excita- 
ción: 
Ni 


B=uH=u £ 


Como las líneas de fuerza están canalizadas por el material ferromagnético y conside- 


ramos, en consecuencia, que no hay pérdidas de flujo, se conservará éste a través de toda 
sección del anillo y valdrá: 
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de Buster NIS 
£ 
si es S el área de la sección recta del anillo. Luego: 
NI 
= iz (9.3) 
u S 


Al producto N | lo designaremos por F y le llamaremos fuerza magnetomotriz 
(f.m.m.). El anillo que canaliza las líneas de inducción constituye entonces un circuito 
magnético y Fes la f.m.m. de dicho circuito. La magnitud que aparece en el denomina- 


dor recibe el nombre de reluctancia (.%) del circuito magnético, por lo que la ecuación 
(9.3) podemos escribirla en la forma: 


D=.— (9.4) 


La ecuación (9.4) es formalmente análoga a la ley de Ohm de Electrocinética. F desem- 


peña un papel similar a una f.e.m., Æ un papel análogo a una resistencia y ® un papel 
análogo a una intensidad de corriente. Debe quedar claro que dichas analogías son me- 
ramente formales. 


Si el número de espiras N no estuviera repartido uniformemente a lo largo de todo el 
anillo, podríamos obtener un resultado igual al que corresponde a la ecuación (9.3) si 
despreciamos las pérdidas de flujo. Ello se debe al hecho antes apuntado de que la per- 
meabilidad del material que constituye el anillo es muy elevada, pues entonces B es del 
mismo orden de magnitud en todos los puntos del anillo. 


9.12. Circuito magnético con entrehierro de aire 
Practiquemos en el anillo un pequeño entrehierro de espesor e (Figura 9,15). Cabe espe- 
rar que en él exista una pequeña dispersión de las líneas de fuerza. Sea S, la sección 


recta del tubo de fuerzas en el entrehierro y Sp, la correspondiente al anillo. Si segui- 


mos despreciando las pérdidas de flujo y suponemos que las N espiras del devanado es- 
tán recorridas por una corriente de intensidad |, será: 


P = Bro Sre a Bo So 


Además, 
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—> 
H 
O sea: 
Hro teo 
o, lo que es lo mismo: 
B B 
Fe fa +2e=NI 
H Ho 


Figura 9.15 


— 
-df = NI 
+H =NI 
BS. —Ee + B S, —È 
Fe “Fe uS HAT 
Como 


D = Bee Ske = Bo So 


resulta finalmente: 


Deo (9.5) 


1 fe, 102 
H Sra Ho 9e 


La ecuación (9.5) es análoga a la (9.3) si se consi- 

dera que la reluctancia total del circuito 

magnético es la suma de las reluctancias del 

entrehierro TA 
Ho e 

fre 

H Ste l 


y de la reluctancia del 


hierro 


Cuando dos reluctancias, como las del entrehierro y del hierro, están dispuestas como 
en el circuito magnético analizado, se dice que están en serie y se puede escribir: 


Z= DA 


Asimismo, para reluctancias en paralelo se cumple: 


1 
AR 


Dn 
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9.13. Circuito magnético con imán permanente 


Previamente al estudio de los circuitos magnéticos excitados por un imán permanente, 
> > 
veamos qué sucede en el interior de un imán permanente con los campos H y B. 


Consideremos una barra imanada, con sus 
polos magnéticos N y S en sus extremos (Fi- 
gura 9.16). En los puntos exteriores al imán, 


por lo que Ha Y Bext tienen la misma di- 
rección y sentido en cada punto. Por otra 
parte, la ley de Ampére nos indica que al no Figura 9.16 
haber corrientes de cargas libres: 


> 
Hdl = 0 
O sea: 
> > 
Hod + | Hawd = 0 
Coxt Cint 


=> 
Calculemos la circulación a lo largo de una línea de inducción en el sentido de B. De la 
última ecuación, resulta: 


> > 
Como la primera integral es positiva, pues en el exterior H y B tienen igual sentido, será 


2 > 
H int dE < 0 
C. 


int 


—> 


—>H 
Así pues, por término medio, H;,y debe estar dirigido del polo N al S, por lo que Him y 
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> 
B tendrán, por término medio, sentidos opuestos. 


Consideremos ahora el circuito magnético repre- 
sentado en la Figura 9.17, constituido por un 


imán permanente de longitud £,, dos piezas po- 


E 


f 
; 
f 


lares de hierro dulce, cuya longitud total es £p y 
un entrehierro de longitud e. 


-> 
Representando por H; el campo de excitación 
magnética en el interior del imán, será: 


Hro lre + Hee - HL = 0 


RS 


> 
donde se ha tenido en cuenta que el sentido de H 
en el interior del imán es el opuesto al sentido 


> 
de circulación (que es el de B). 


Multiplicando y dividiendo el primer término Figura 9.17 
por Spe y el segundo por S,, la anterior igualdad 


queda en la forma: 


£ 
Fe e 
Bro Sfo u Spe * Ba So Ha Se H; £i 


y como Bra Spe =B¿S¿=0, en la hipótesis de que no hayan pérdidas de flujo, re- 
sulta: 


H; £, 
O = 
1, fFe y L 
H Ske Ho S 


Como u >> Ho en muchos casos, será Z Fe << 54 e Y entonces, 
Hre tro << H, € 
por lo que: 


H; & = Hoe 


> > 
En un imán permanente, B y H tienen sentidos opuestos, por lo que su punto de fun- 
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cionamiento deberá estar en el segundo cua- 
drante del diagrama (B, H), tal como se indica 
en la Figura 9.18. Ahora bien, si el imán forma 
parte de un circuito magnético, dicho punto 
de funcionamiento dependerá de la reluctan- 
cia del circuito, por lo que el diseño de éste re- 
sulta esencial para la selección de P(H;, Bj). 


Si queremos tener la máxima energía magné- 
tica almacenada en el entrehierro, el producto 
B, H; de las coordenadas de P deberá ser 
máximo. Veamos por qué: La energía magné- Figura 9.18 
tica en el entrehierro es 


2 8 
Wme = Ba” Se 2 Ho 
B 
— 
y como o 7 Me 
We = 3H, B,S 
me = 2 Pa Pe e 2 


Pero si despreciamos la reluctancia del hierro frente a la del entrehierro, será 
H¿e= H; £, y será: 
wo = $ HB, S, 2 
= 2 "i “e Ye ŭi 
y como suponemos despreciables las pérdidas de flujo, B, Sọ =B; S; con lo que 
wo =HB582 
me 2 i iii 
y para que para un volumen dado S4; del imán se tenga una energía magnética 


máxima en el entrehierro, deberá ser máximo el producto H; B¡. O lo que es igual: para 


tener un volumen de imán mínimo (para una energía magnética dada), deberá ser 
máximo el producto H; B}. 
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9.14. Fuerza magnética atractiva 


Vamos a considerar el circuito magnético de 
la Figura 9.19. El núcleo es rígido y sabemos 
que las dos caras del mismo que limitan el 
entrehierro se ejercen una fuerza atractiva, 
que es la que queremos determinar. Para 
ello, consideraremos que en la parte supe- 
rior derecha del núcleo hay un pivote que 
permitiría que girase alrededor de él la pieza 
polar vertical y sustituiremos la fuerza elás- 
tica que presentaría ésta por una fuerza f 
equivalente. Como el sistema ha de estar en 
equilibrio, utilizaremos el principio de los 
trabajos virtuales para determinar esta 
fuerza, que será la que equilibra la atracción 


magnética entre las dos caras del entrehie- 
rro. Figura 9.19 


Si el entrehierro, de longitud x, es corto 
frente a sus dimensiones transversales, las pérdidas de flujo serán pequeñas y si las caras 


>) 
del entrehierro son paralelas, la inducción magnética B en el entrehierro será uniforme. 


Para mayor simplicidad, supondremos constante la sección Sp, del hierro. Seguiremos 
un razonamiento por trabajos virtuales. En este sentido supondremos que mediante un 
desplazamiento virtual, incrementamos en dx el espesor del entrehierro manteniendo 
constante la intensidad en las espiras del bobinado. 


Podemos aplicar el principio de conservación de la energía al sistema S encerrado por la 
línea de trazos. Así: 


: Aumento de Energía 
Energía Energía E y 
y la energía convertida 
eléctrica + mecánica = i + j|. i 
. magnética irreversiblemente 
suministrada suministrada 
almacenada en otras formas 
La energía eléctrica suministrada, será: 
-, dọ 
W, = N Gp d =NI do 


donde N es el número de espiras del devanado, O el flujo por espira e ! la intensidad de 
la corriente que circula por el devanado. La variación de flujo se debe a la variación de la 
reluctancia del circuito magnético cuando, a causa del desplazamiento virtual, la longi- 
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tud del entrehierro pasa de x a x+dxX. 


En este desplazamiento, la energía mecánica suministrada será fdx ; y la energía alma- 
cenada en el sistema S lo es en forma de energía magnética: 


dWg = Wp, + W., 


donde dW;, es la energía que se almacena en el hierro durante el desplazamiento vir- 
tual y dW,, es la que, durante dicho desplazamiento, se almacena en el aire del entre- 
hierro. 


Ya vimos que 
dWee = T Hie OBpo 


donde <q es el volumen del hierro. Por otra parte, dW,, se debe a la variación de B en el 
entrehierro y a la variación del volumen t, del entrehierro. Como 


B2 
a ir: CN 
Wa = fa Zu, 
2 
Weg Ba ar E O dB, 
dx 2u, dx 2H, dx 


Pero t, =S, X, luego al alargar el entrehierro en dx: 


B? S t, B 1 
Wa => no dx + E dB, = 3 Ha Ba Sa dx + 1, H, dB, 


La energía convertida irreversiblemente en otras formas sería la energía magnética con- 
vertida en calor por histéresis y corrientes de Foucault, la cual consideraremos despre- 
ciable. Luego: 


dW, + Ídx = We, + Wa +0 
o sea 
1 
N Ido + fax = t Hr dBro + > Ha Ba S, dx + H, 9B, (9.6) 
Ahora bien 
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dŷ = SFe dBfe = Sa dB, 
Multiplicando estas dos igualdades, resulta: 
NIldD = 7 Hre Bro + Ta Ha dB, 


y sustituyendo en (9.6): 


H, B, S, dx 


Mi 


T Hee Bro Eti Ha dB, + fdx =71 Hre dBra + ta Ha dB} + 


de donde obtenemos: 


para la fuerza atractiva entre las caras del entrehierro. También la podríamos escribir en 
la forma: 


q? 
= 2 Wo Sa 
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Capítulo 10. Ecuaciones de Maxwell 


El capítulo que vamos a iniciar constituye, de hecho, el resumen de toda la teoría elec- 
tromagnética. Sin embargo, examinaremos algunas cuestiones que no se han tratado to- 
davía y que presentan notable interés. Así, vamos a poner las bases para establecer la 
cuarta ecuación de Maxwell (las tres primeras ya se han deducido anteriormente) y asi- 
mismo analizaremos algunas implicaciones importantes que tienen las ecuaciones y 
que atañen, sobre todo, al modo cómo se propagan los campos electromagnéticos. 


10.1. Ley de la conservación de la carga 

Hasta el momento presente, los experimentos realizados no han contravenido nunca el 
principio fundamental de conservación de la carga libre, según el cual dicha carga ni se 
crea ni se destruye. Así las cosas, consideremos un volumen t’ y sea S’ la superficie que 


lo limita. Si, a través de ella, escapa en un tiempo At una determinada cantidad de carga, 
ésta será igual a la disminución de la carga de t’ en el mismo intervalo de tiempo. Esto 


es: 
J-dS' dt’ 
i . = -.— E T 


[33 E f- de (10.1) 
, T ot 


Esta última expresión constituye la expresión matemática de la ley de conservación de la 
carga libre, en forma integral. La versión diferencial puede deducirse fácilmente de la 
anterior ecuación. En efecto, de la expresión (10.1) y aplicando el teorema de 


Ostrogradsky: 
V.J d = == dy 
f f ot i 
vT T 
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Como esto vale cualquiera que sea t’, resulta que para todo punto 
> > ð 
voy P 


Bajo la acción de campos variables, las cargas de polarización pueden efectuar desplaza- 
mientos a nivel molecular que originan corrientes eléctricas. Son las llamadas corrien- 


> 
tes de polarización, cuya densidad representaremos por J’. Las cargas de polarización 
cumplen también el principio de conservación de la carga: 


T - dS’ ə? | vdv 
, = at i Ñ 


=> 
De esta ecuación podemos deducir también la expresión que tiene J’ puesto que 


>> 
p=-V-.P 
Así pues: 
> > d > > > > 
J-d = -=|-V-P dř = V- J dí 
, ot , , 
S T T 
Por tanto, 
2 a22 _ Æ EL 
; p 
V.J = = V.P = — — = V.— 
ot ot ot 
y además: 
> aP 
a 


Las corrientes equivalentes de Ampère cumplen también el principio de conservación 
de la carga ya que su densidad 


> > 


=>) 
da = VaM 
cumple 


> > 
VJ =V.VaM=0 
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> 
luego el flujo de J, a través de cualquier superficie cerrada será nulo y por tanto, las car- 


-> 
gas que dan origen a J, se conservarán en el interior del volumen limitado por dicha 
superficie cerrada. 


10.2. Corrientes de desplazamiento 


> 
Llamaremos densidad de corriente en la materia Jm a: 


Su divergencia en todo punto vale: 


=> 


> > 
V-J = V. 


— 
i J 


JP 
a AA E 


<l 
<4 
> 
z} 
l 
| 
| 


— 
+ V 
donde p,=p+p” esla densidad de carga total en el punto. 
DE 
Existe también un cuarto tipo de densidad de corriente cuya expresión es €, “5. Esta 


corriente tiene su origen en la existencia de campos eléctricos variables con el tiempo y 
de ello trataremos con mayor profundidad en el futuro. Tenemos entonces: 


>> 
9(V-E) _ P 
ot ot 


M 
o 
d 
~o 
li 
Pi 
l 


> > 
+y +VaAM+ e (10.2) 


> > 
Esta corriente cumple la condición V-J,=0 en todo punto. Así pues, las líneas de la 


corriente total han de ser necesariamente cerradas. Si agrupamos los términos segundo 
y cuarto del segundo miembro de (10.2), queda: 
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> 
Esta nueva densidad 82 recibe el nombre de densidad de la corriente de desplaza- 
miento. Así pues: 


> > 0D HD 53 
J =J + tVaAM=Jn t ea 


Es decir, al introducir las corrientes de 
desplazamiento las líneas de corriente se- 
rán cerradas por ser nula la divergencia de 
la densidad de corriente total. Aclaremos 
este concepto. Consideremos un conduc- 
tor C que se esté cargando (Figura 10.1). La 
corriente de desplazamiento existirá en 
los puntos del espacio que lo rodea pues, 
mientras se esté cargando el conductor, en 


>) 
dichos puntos estará variando D con el 
> 


tiempo y será 2D. * 0. En un intervalo de 


tiempo dt del proceso de carga, C aumen- 
tará su carga Qen dQ =idt pero, según 
el teorema de Gauss, en todo instante se 


cumplirá 
> > 
Í D-dS =Q 
S 


siendo S una superficie cerrada que contenga en su interior al conductor C. 


Figura 10.1 


Derivando respecto al tiempo los dos miembros de esta igualdad, queda: 


> 
Así pues, si para todo punto del espacio definimos una densidad de corriente 2D re- 


sulta que, en todo momento, su flujo saliente a través de S es igual a la intensidad de la 
corriente que penetra a través de S hacia el conductor. Luego, la intensidad de esta co- 
rriente nueva saliente, cuyo origen hay que buscarlo en la existencia de un campo eléc- 
trico variable con el tiempo, es igual a la intensidad de la corriente de conducción que 
penetra a través de S. Para cerrar las líneas de la corriente total se hace necesario, pues, 
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introducir la corriente de desplazamiento, la cual no implica el transporte de cargas pues 
no es corriente de conducción. Ahora bien, ella contribuye al campo magnético que se 
cree. 


A la vista de todo esto, Maxwell modificó la ley de Ampère escribiendo: 


>> D > 
f a-i | $e 
¿A 


O, en forma diferencial: 


Ahora bien, 


por lo que 
> > > > > > (7 D > M) 
VAB=HpVYVaAaH+puYaM=qu J + +VAM 
O sea: 
> > > 
VAB = Hoy 


Esto podría escribirse también en la forma: 
> > > JE 
VAB = Hodm + (800) 3 


y como se cumple que £, Ho c =1, podemos escribir también: 


> 
2 n2 1 əE => 
VAB - -23 g = Hodm 


10.3. Ecuaciones de Maxwell 
A lo largo del desarrollo de los temas ya vistos, hemos obtenido las llamadas ecuaciones 
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de Maxwell. De hecho, acabamos de obtener la cuarta de dichas ecuaciones, también 
llamada ecuación de Maxwell-Ampére. Ahora las vamos a recordar, expresándolas en 
forma integral y en forma diferencial. Al final de la discusión, comentaremos algunos 
aspectos relativos a las corrientes de desplazamiento. 


La primera ecuación de Maxwell, en forma integral, es la expresión matemática del teo- 


rema de Gauss: 
> > Q 
Í E.4S = 4 
S Eo 


y puede deducirse de la propia ley de Coulomb, sin más que añadir a ésta consideracio- 
nes geométricas. 


Si utilizamos el desplazamiento para formularla, queda: 


> > 
[5-3 =Q 
S 


En forma diferencial, la primera ecuación equivale a: 


> > 
V.E = Pr 
Eo 
=>) 
y su expresión en función de D será: 
> > 
V.D =p 


Debe recordarse que estas ecuaciones se dedujeron dentro de la Electrostática, aunque 
son completamente generales. Así pues, su campo de validez se extiende también a los 
casos no estacionarios. 


> 
La segunda ecuación de Maxwell, en forma integral, establece que, por ser B solenoidal, 
su flujo a través de toda superficie cerrada es nulo: 


> > 
[5 = 0 
S 


La versión en forma diferencial de esta ecuación dice que 
>> 
V.B=0 
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=> 
en todo punto. Ambas ecuaciones se cumplen, por ser B solenoidal, en todos los casos. 
De estas ecuaciones se desprende que las líneas de inducción magnética son cerradas y 


> 
que, por tanto, no existen ni fuentes ni sumideros de líneas de B. 


La tercera ecuación de Maxwell en forma integral es la expresión matemática de la ley de 
Faraday para la inducción electromagnética. Para cualquier camino cerrado, sea éste ma- 


terial o no, se cumple: 
>> d > > 
E.dl = -— | B-dS (10.3) 
dt s 


siendo S una superficie abierta cualquiera limitada por el camino C. Esta ecuación esta- 
blece que sólo en el caso estacionario puede considerarse irrotacional el campo eléctrico 


> > 
fea- o 


Por otra parte, la ecuación (10.3) indica que en las regiones del espacio donde exista un 


y 
E, pues sólo entonces 


para todo camino cerrado C. 


=> 
campo magnético B variable con el tiempo se inducirá un campo eléctrico. En forma di- 
ferencial, la ecuación (10.3) se escribe: 


PERRE 
VAE = en (10.3') 


Las ecuaciones (10.3) y (10.3) son las formas integral y diferencial, respectivamente, de la 
tercera ecuación de Maxwell o ecuación de Maxwell-Faraday. 


La cuarta ecuación de Maxwell ha sido ya obtenida en forma diferencial. Expresada en 


> 
función del campo de excitación H es: 


> 
> aD 


> > 
VaH = J+ Jt (10.4) 


Guarda una cierta relación con la ley de Ampère, según vamos a ver, y por ello recibe el 
nombre de ecuación de Maxwell-Ampère. 


Hasta el momento presente, las distintas formulaciones de la ley de Ampère sólo eran 
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válidas para casos estacionarios. La expresión más general de la ley de Ampere corres- 
pondiente al caso estacionario y en forma integral es: 


>>> 
fia = | ; (10.5) 
C 


SY 
para todo camino cerrado C. Pero si multiplicamos escalarmente por dS los dos miem- 
bros de la ecuación (10.4) e integramos para una superficie abierta S limitada por C, ten- 


dremos: 
> > > > 9D > 
S S S 


y aplicando al primer miembro el teorema de Stokes queda: 


>) 
fia = BEZ 
c ot 


; . ðD , 
que, en el caso estacionario ( x= o) , se reduce a la ecuación (10.5). Por tanto, la 


ecuación de Maxwell-Ampere también es válida en el caso estacionario, que constituye 
un caso particular. 


Si nos fijamos en la estructura de la tercera ecuación (10.3), 


VAE =- E 
veremos inmediatamente que en aquellas regiones en las que existe un campo magné- 


tico variable con el tiempo se induce un campo eléctrico. Igualmente, si consideramos 
ahora la cuarta ecuación (10.4), 


> 
7,0 


> > 
VAH = J+J 


concluiremos que allí donde existe un campo eléctrico variable con el tiempo aparece 
un campo magnético. Las afirmaciones anteriores sugieren que los campos eléctricos y 
magnéticos se propagan conjuntamente en el espacio dando lugar a las llamadas ondas 
electromagnéticas. La propagación de éstas en el espacio libre y en diversos medios 
puede estudiarse directamente a partir de las ecuaciones de Maxwell, lo que permite de- 
terminar las características de dichas ondas, la velocidad con que se propagan, etc.. 
Naturalmente que no entraremos en estas cuestiones pues no es el objetivo de esta obra. 
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Capítulo 11. Corriente alterna 


El mayor aprovechamiento de la energía eléctrica se consigue, hoy en día, mediante las 
corrientes que alteran periódicamente su sentido. Son las llamadas corrientes alternas. 
El comportamiento de dicho tipo de corrientes en un circuito depende, no sólo de los 
elementos que lo componen sino que, además, va a depender de la frecuencia de la co- 
rriente alterna. El espectro de frecuencias de las corrientes alternas es amplísimo. Las 
instalaciones de gran potencia que suministran energía eléctrica a los usuarios lo hacen 
mediante corrientes alternas de baja frecuencia (50 Hz en Europa y 60 Hz en EEUU). En 
las comunicaciones por radio se utilizan frecuencias del orden de 10 Hz (onda media). 
En TV podemos encontrarnos con frecuencias de 3000 MHz (U.H.F.). Dada su gran apli- 
cabilidad, será interesante, en consecuencia, el estudio de las corrientes alternas (c.a.). 


11.1. Valor eficaz de una función periódica 


Antes de iniciar el análisis físico de este tipo de corrientes, bueno será que conozcamos 
algunos conceptos matemáticos relativos a las funciones periódicas que nos van a ser de 
gran utilidad. 


En muchas ocasiones, nos encontraremos con fenómenos que dependen, no ya del va- 
lor instantáneo de una función, sino del cuadrado de dicho valor. Es el caso, por ejem- 
plo, de la potencia disipada en forma de calor por efecto Joule en una resistencia. 
También será interesante, en tales casos, considerar el valor medio a lo largo de un pe- 
riodo del cuadrado de una función periódica. Pues bien, llamaremos valor eficaz de una 
función periódica y = Y(t) ala raíz cuadrada del valor medio del cuadrado de la fun- 


ción a lo largo de un periodo: 
a = Y =N y? 


Recuérdese que 
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siendo T el periodo. 


En el caso de una función sinusoidal del tiempo, existe una relación directa entre Y y su 
valor máximo Y. En efecto: sea 


y(t) = Y, sen (ut + q) 


Y 2 V y 


siendo 
i T 
y = 1 vë | sorttatro)a 
T 
0 
pero: 
sen 2(wt + y) = 2sen (at +) cos (at + q) 
cos 2(at + q) = 1-2sen? (ut + y) 
— cos 2(0t + 
nit 1 cos (ot + p) 
luego 
Y T 2(ot+ọ)]dt Yo” y Yo 1 [ sen 2(at + 1 
= - — COS + AA O 
A San 27T  2T2% + lo 
como 
21 
o ==> > 20T + 2p = 41 +20 
resulta 
sen (41 + 20) = sen 2p 
luego: 
— y2 = Y 
OEA. Y von 2: 
a GET 


Debe quedar claro, sin embargo, que esta relación entre valor eficaz y valor máximo sólo 
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es válida en el caso de funciones periódicas sinusoidales. 


11.2. Derivada e integral de una función sinusoidal del tiempo 
Aun cuando el cálculo de estas dos funciones sea sencillo, aprovecharemos este apar- 
tado para introducir la representación vectorial de Fresnel que será de gran utilidad en 
el análisis de circuitos de c.a.. 
Sea 
4 27 
y = Y, sen (ot + q) siendo o =$ 


2 = Y¿0COs (ot +) = Y, osen(at+p +5) 


Así pues, la derivada de una función sinusoidal del tiempo cumple: 
1° Es otra función sinusoidal del mismo periodo. 


2° Su amplitud es igual al producto de la amplitud de la función original por la 
pulsación. 


32 Está adelantada en fase 5 respecto a la función original. 


Análogamente: 
La integral de una función sinusoidal del tiempo cumple: 
1° Es otra función sinusoidal del mismo periodo. 


22 La amplitud es igual al cociente entre la amplitud de la función original y la 
pulsación. 


32 Está retrasada en fase a respecto a la función original. 


Las funciones sinusoidales admiten una representación vectorial mediante un vector 
giratorio cuya velocidad angular de rotación coincide con la pulsación y cuyo módulo es 
igual a la amplitud. Su proyección sobre un eje coincidirá con el valor de la función si- 
nusoidal. La derivada de la función vendrá representada por un vector cuyo módulo se- 
ría Yo y que tendría la dirección perpendicular a la del vector representativo de la 


función. Como la derivada adelanta 5 a la función, el vector apuntará en el sentido 
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que, arbitrariamente, tomemos para los 
adelantos. La integral vendrá represen- 
tada por otro vector perpendicular al 


Yo © A 
de la función, de módulo la pero i N arance T 
qe en este caso apuntará en el sentido Y, fase 
e los retrasos, puesto que la integral Y 
está retrasada en fase 5 respecto a la ii 
función. (Ver Figura 11.1). 
Figura 11.1 


11.3. Corriente alterna 


Llamaremos corriente alterna a aquella que, periódicamente, invierte su sentido de re- 
corrido. La intensidad de una corriente alterna vendrá, pues, representada siempre por 
una función periódica del tiempo. Ahora bien, toda función periódica puede expresarse 
como suma de funciones sinusoidales de frecuencia siempre múltiplo de la más baja. 
Eventualmente, a la suma de las funciones sinusoidales se le puede añadir una cons- 
tante que constituiría el valor medio de la función. Se deduce de esto que toda corriente 
alterna será siempre una superposición de corrientes alternas sinusoidales. Por este mo- 
tivo, dedicaremos una atención preferente al estudio de las c.a. sinusoidales. 


11.4. Circuito RLC serie 


Vamos a empezar estudiando un circuito muy sencillo de c.a., constituido por una resis- 
tencia, una autoinducción y un condensador conectados en serie (Figura 11.2). 
Supondremos dicho circuito recorrido por una c.a. sinusoidal cuya intensidad venga re- 
presentada por la función: 


i = |, sen ot 
o RI di 
Supongamos que en un instante dado t, la B--- +| a --D 
corriente tiene el sentido de A a E. 
La d.d.p. instantánea existente entre A y B R L C 
sería e—a ce 
. A B D E 
Va 7 Vg = Ri i —— 
Para calcular la d.d.p. entre B y D habrá Figura 11.2 


que tener en cuenta que en la bobina se 
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: di a El : : 
induce una fe.m. — L q. Esto es, en las condiciones especificadas, la bobina equivale a 


i , p A 
un generador de fem. — LE que, en el instante considerado, sería penetrado por la 
corriente por su polo negativo. Luego: 


Entre los puntos D y E, la d.d.p. existente es la que corresponde a las armaduras de un 
condensador, o sea: 


q 


Yo” YE =c 


Entre el instante t y el t + dt, la carga del condensador se incrementa en dq =i dt ; 
luego, la carga instantánea del condensador será q = f idt y por tanto: 


La d.d.p. instantánea v, — VÉ entre los extremos del circuito será igual a la suma de las 
tres d.d.p. calculadas, esto es: 


í di 1 ; 
Va Yẹ = Vo= nr ra 


En el segundo miembro tenemos la suma de tres 
funciones sinusoidales de igual periodo que i. 
Dicha suma será, pues, otra función sinusoidal 
del mismo periodo que i y por lo tanto, la tensión 
instantánea entre los extremos del circuito ven- 
drá expresada por una función del tipo 


v = V¿sen (out +) AN 


que, en general, presentará un cierto desfase con 
la intensidad. 
, Figura 11.3 

Vamos a relacionar ahora, en amplitud y fase, la 

tensión v y la intensidad i, Para ello, construire- 

mos el diagrama vectorial del circuito utilizando la representación de Fresnel de las 
funciones sinusoidales. La magnitud eléctrica común a todos los elementos de circuito 
es la intensidad. Tomaremos, pues, como eje de referencia el que contiene el vector re- 
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presentativo de la intensidad. La tensión en la resistencia está en concordancia de fase 


con i. La tensión en la bobina, L e , estará adelantada 5 respecto ai y su amplitud es 
1f., l 
L lo w . La tensión en el condensador, cl idt, está retrasada 2 respecto ai y su 


| 
amplitud será En . La d.d.p. instantánea entre los extremos vendrá representada por la 


> 
suma de los tres vectores de la Figura 11.3 (vector AE). El ángulo que forma dicho vector 
con el representativo de la intensidad es el desfase q. El cálculo de V, y de ọ puede efec- 


tuarse a partir de la Figura 11.3: 


| 1 
LI œ - —— Lo - -— 
-— Co___ Co (11.1) 


tp = 
R R 


>l w| 
ol m 


Por otro lado, si aplicamos el teorema de Pitágoras al triángulo ABE 


2 
2 2/2 1 2 
V = R?12+(Lo-5,) h 
de lo que se deduce que 
2 Ly 
Vo = ar + (Lo - 53) L=2L (11.2) 


La magnitud Z recibe entonces el nombre de impedancia de la porción de circuito com- 


prendida entre los puntos A y E. Se expresa en ohm. Dividiendo por V2 los dos miem- 
bros de la ecuación (11.2), se obtiene una relación análoga entre los valores eficaces: 


V=ZI 
Si consideramos que los módulos de los vectores del diagrama son los valores eficaces 
de las magnitudes que representan, el diagrama vectorial obtenido sería semejante ge- 


ométricamente. 


La magnitud que constituye el numerador de (11.1) suele representarse por X y recibe el 
nombre de reactancia del tramo de circuito AE. Consta de dos términos: 


Lo es la llamada reactancia inductiva. 


XL 


Xo 


1 ; ; sa 
Co Se denomina reactancia capacitiva. 


Así pues: 
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Si 

L> Xo = tap > 0 => p>0 

y la tensión entre los extremos adelanta a la intensidad y diremos que el tramo de cir- 
cuito es inductivo. Si sucede lo contrario, p<0 y la tensión estará retrasada en fase 


respecto a la intensidad. El tramo de circuito diremos, entonces, que es capacitivo. 


Resumiendo lo anterior, resulta: 


V=ZI siendo Z = Ņ RÊ + X? 
Xx L X d 
paa c” Cu 
X 
Por otra parte: 
1 
(Lo-50)b x 
Go AN =Z 
y además: 
RI R 
coso = Zi =7 


según resulta inmediatamente por consideraciones trigonométricas. Estas últimas ex- 
presiones pueden resultar muy útiles en la práctica. 


11.5. Circuito RL 


Este circuito está constituido por una resistencia conectada en serie con una inductancia. 
Es, pues, un caso particular del circuito RLC pues, a partir de él, puede obtenerse el cir- 
cuito RL haciendo tender a 0 la separación entre las armaduras del condensador. En este 
caso C tiende a infinito y X¿ tiende a cero, con lo que X=X, =Lw, tgọ= Lo >0 por 
lo que, en un circuito inductivo, la tensión siempre está adelantada respecto a la inten- 
sidad. Así las cosas, 
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2 2,2 
YA = R + L (0 0000 


V R2+ 1202 O 

Si A fuese nula, tg y tendería a infinito y 

p >> . Luego, en un circuito puramente Figura 114 
inductivo, la tensión está adelantada a 


y ; Y V 
respecto a la intensidad. En este último caso, |= Lo» 05a V = Lol. 


11.6. Circuito RC 


El caso en que haya solamente una resisten- 
cia en serie con un condensador, alimen- 


R 
tado todo ello por un generador de c.a. 
(Figura 11.5), constituye el caso particular 
del circuito RLC en el que X =Lo@=0 
luego, C 
1 

a e ST 

y Figura 11.5 
1 
to = - CoR < 0 


por lo que en un circuito capacitivo la tensión siempre estará retrasada respecto a la in- 
tensidad y la relación entre sus valores eficaces será: 


; -T ; i 
Si R>0,tgpg>-o yportanto, p > 9 + Es decir, en un circuito puramente capa- 


citivo, la tensión está retrasada en 5 respecto a la intensidad y la relación entre sus va- 
lores eficaces será: 
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11.7. Impedancias en serie 


Vamos a aplicar los resultados obtenidos al estudio de un tramo de circuito de c.a. cons- 
tituido por varias impedancias puestas en serie (Figura 11.6). Así, tomando como refe- 
rencia la intensidad de la c.a. que es común a todos los elementos de circuito, partiremos 
de un punto A y dibujaremos el vector representativo de la d.d.p. entre los extremos de 
R, la cual estará en concordancia de fase con la intensidad de la corriente y tendrá por 


=> 
valor eficaz R,l, con lo que tendremos el vector AB. La caída de tensión en C, está retra- 


T ; ; ; : 
sada en fase 5 respecto a la intensidad y teniendo en cuenta la relación entre ésta y la 


=> 
d.d.p. entre las armaduras, |=V C, œ, podremos representarla por el vector BD (Figura 


> > 

11.6) que sumado con el AB nos daría el AD (no dibujado en la Figura 11.6), representa- 
tivo de la d.d.p. que hay entre A y D. Análogamente, por ser V=!Lo la relación en- 
tre los valores eficaces de la intensidad de corriente y la tensión que origina entre los ex- 


=>) 
tremos de una autoinducción pura, el vector DE de módulo 1L,w y adelantado > 


Figura 11.6 
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respecto al de la intensidad, representará la d.d.p. entre los puntos D y E, y así sucesiva- 
mente iríamos construyendo el diagrama de la Figura 11.6, en el cual la d.d.p. entre dos 
puntos cualesquiera del circuito viene representada por el vector que determinan dichos 
puntos en el diagrama. 


s.) 
Consideremos ahora un triángulo rectángulo AOJ que tenga por hipotenusa el vector JA 
y uno de cuyos catetos coincida en dirección con el vector representativo de i. El cateto 
AO tiene por longitud: 
AO = I (R; + R, + R3) 


y el otro cateto: 


1 1 
OJ = (Lo + La- 75 ao UL 


—, 
El vector AJ coincide con la hipotenusa y representa la d.d.p. existente entre los extre- 
mos À y J del tramo de circuito considerado. Lo mismo se tendría, pues, si dicho tramo 
estuviera constituido por una resistencia única 


YA (11.3) 


R 


una inductancia única de reactancia 


X = o ÈL (11.4) 


y una capacidad única tal que 


1 
C 


24 (11.5) 


> 
pues en tal caso, el circuito se reduce al representado en la Figura 11.2 coincidiendo AO 


con AB (Figura 11.3) y OJ con BE (Figura 11.3). Las ecuaciones (11.3), (11.4) y (11.5) nos in- 
dican que para hallar la relación existente entre la intensidad de la c.a. que circula por 
una serie de impedancias y la d.d.p. entre los extremos de dicha serie, podemos realizar 
los cálculos considerando una resistencia única equivalente a la combinación serie de 
resistencias, una inductancia única de coeficiente de autoinducción igual a la suma del 
de todas las inductancias y una capacidad única igual a la equivalente a la asociación en 
serie de las distintas capacidades. Se entiende que con ello puede obtenerse la relación 
existente, en magnitud y fase, entre la intensidad de la corriente y la d.d.p. entre los ex- 
tremos de la serie de impedancias. 
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11.8. impedancias en paralelo 


Vamos a considerar un caso concreto en 
el que veremos cómo es posible obtener 
el diagrama vectorial de un circuito cons- 
tituido por impedancias en paralelo y su 
circuito equivalente. Sea un circuito co- 
mo el de la Figura 11.7. Entre los puntos 
A y B existen tres ramas asociadas en pa- 
ralelo que contienen impedancias diver- 
sas. Se trata de representar vectorialmen- 
te cada una de las tres intensidades de 
rama y cada una de las tensiones entre 
los terminales de los distintos elementos 
del circuito. La magnitud eléctrica co- 
mún a las tres ramas es la tensión entre 
A y B. Tomaremos, pues, como eje de re- 
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Figura 11.7 


ferencia el que contenga al vector representativo de dicha tensión. Tracemos la circunfe- 
rencia de diámetro AB (Figura 11.8). Ello nos será de extraordinaria utilidad, según ve- 


> 
remos. La intensidad de la rama 1 debe estar retrasada en fase respecto a la tensión AB, 
puesto que la rama 1 es inductiva y el desfase entre tensión e intensidad viene dado por: 


Figura 11.8 


así pues: 


i L,0 
= arc E 
94 g R, 


Si prolongáramos el vector intensidad hasta 
un punto de la circunferencia, obtendríamos 
el vector representativo de la tensión entre 
los puntos A y D. Veamos por qué: En pri- 
mer lugar, dicha tensión debe estar en con- 
cordancia de fase con l}, puesto que entre À y 
D existe una resistencia pura. Luego, el vec- 
tor representativo de Va y y el de |, deben te- 
ner igual dirección y sentido. En segundo lu- 
gar, la tensión Vpg e lų deben estar en cua- 
dratura puesto que entre D y B existe una in- 
ductancia pura. Así pues, los vectores repre- 
sentativos de Vpg e |, deben ser perpendicu- 
lares. Además, la suma vectorial de las ten- 
siones V pg y Vap debe darnos la tensión Vag 
Todas estas condiciones se verán satisfechas 


simultáneamente sólo si el punto D está sobre la circunferencia. Por tanto, el módulo de 


> > 
AD será el valor eficaz de dicha tensión (R, 14) y el módulo de DB será el valor eficaz de 
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la tensión entre D y B (L,wl,). 


La intensidad |, debe estar adelantada respecto a la tensión entre A y B, puesto que la 
rama 2 es capacitiva. El desfase (, entre |, y V g viene dado por la ecuación: 


t E J JUAS 
9. = C, œo R, 


O sea: 


1 
Ip] = arctg 5 
2 C, oR, 


Por las mismas razones antes esgrimidas, prolongando el vector representativo de l, 


—> 
hasta la circunferencia, obtendríamos la tensión entre A y E. El vector EB sería entonces 
el representativo de la tensión entre los terminales del condensador de capacidad C,: 


> > | 
2 
|AE| = Ral y E 


La intensidad de la corriente total que circula por la línea vendrá entonces representada 
por el vector suma de los representativos de |}, l, e ią. Si prolongáramos dicho vector 


hasta la circunferencia, obtendríamos la tensión existente entre los terminales de la re- 


— 
sistencia equivalente de la impedancia equivalente del circuito. El vector FB sería en- 
tonces el representativo de la tensión entre los terminales de la reactancia equivalente 
de la impedancia equivalente del circuito. 


En el caso que acabamos de presentar, la reactancia equivalente sería capacitiva puesto 
que la intensidad de línea está adelantada respecto a la tensión. 


Así pues, una asociación en paralelo de impedancias siempre puede reducirse a una co- 
nexión en serie de una resistencia con una reactancia, sea ésta inductiva o capacitiva. 
11.9. Resonancia 


Diremos que un tramo de circuito está en resonancia cuando la tensión entre los extre- 
mos del tramo y la intensidad de línea estén en concordancia de fase. 


Vamos a examinar primeramente el caso de la resonancia serie. Consideremos un cir- 


cuito RLC serie como el representado en la Figura 11.9. Cuando i y la tensión entre sus 
extremos estén en concordancia de fase, se cumplirá: 
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Es Sn ; 
we = —; ~ =0 R L c 
A B D [Fe 
esto es: 
E E E 
"Co Figura 11.9 


o lo que es lo mismo: 


Cuando ello sucede, LCw?=1 que es la condición de resonancia serie en un circuito 
RLC. 


Si los parámetros del circuito son fijos, la condición de resonancia serie sólo tiene lugar 
para un valor de la pulsación œ que es 


Oo = 
VLC 


esto es, para un valor de la frecuencia 


1 
=2xXLC 


que recibe el nombre de frecuencia de resonancia del circuito. 


Cuando en un circuito RLC serie se dan las 
condiciones de resonancia, la representación D 
vectorial presenta el aspecto sencillo de la 
Figura 11.10. Como X, =X¿ , los vectores 
Xx I| Xol 


> > 

BD y DE tienen entonces igual módulo y la 
tensión entre los extremos del circuito coin- 
cide con la tensión entre los terminales de la 


resistencia. Así pues, los valores eficaces en- A 

tre los terminales de las reactancias son l RI BE 
iguales aunque dichas funciones estén en 

oposición de fase. l Figura 11.10 


Si R< XL = Xe , la tensión entre los extre- 


mos del circuito sería entonces menor que la correspondiente a los terminales de una 
cualquiera de las reactancias. Se dice entonces que el circuito RLC actúa como amplifica- 
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dor de tensión puesto que entre los terminales de una cualquiera de sus reactancias se 
obtiene una tensión mayor que la aplicada exteriormente al circuito. 


En condiciones de resonancia, X=0 y Z=R es mínima, por lo que, en tales condi- 


: V : 
ciones, l= z es máxima. 


11.10. Resonancia paralelo o antirresonancia 


La definición de resonancia puede 
aplicarse también a circuitos o porcio- 
nes de circuito en donde existan im- 
pedancias asociadas en paralelo. 
Consideremos la porción de circuito 
de la Figura 11.11 comprendida entre 
los puntos A y B. Diremos que dicha 
porción está en condiciones de reso- 
nancia paralelo o antirresonancia 
cuando exista concordancia de fase de 
la tensión entre los puntos A y B con la 
intensidad de la corriente que circula Figura 11.11 
por la línea exterior. En tal caso, el dia- 

grama vectorial del circuito presenta el 

aspecto sencillo que puede verse en la Figura 11.12. 


XL 
En este caso, tg p= Ro bien: 
X 
L 
sen = 3 
p Z, 


siendo: 


Figura 11.12 


Los valores eficaces |} e l, son, respectivamente, 


V 
Mz qa O 
Co 
De la Figura 11.12 se deduce también que |, =1, sen ọ. 


Sustituyendo las anteriores ecuaciones en esta última, resulta: 
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A A Z R2 4 L2 o2 
con lo que se deduce finalmente que: 
L 
T = RÊ + La (11.6) 


Esta es la condición de resonancia paralelo o antirresonancia del circuito considerado. 


Como veremos a continuación, no coincide en general con la condición de resonancia 
de un circuito RLC serie. En efecto, definimos el factor de calidad de la bobina (R, L) por: 


puesto que 


o2LC =1 luego Q = 


Multiplicando los dos miembros de (11.6) por c , resulta: 


La? cC 
2 AEn A 
RE + L 


o sea 


(iea) = LCa? 


luego, representando por œ, la pulsación de antirresonancia, en general será LC Dye 


diferente de 1, a diferencia de lo que siempre sucedía en la resonancia de un circuito 
RLC serie. 


En condiciones de antirresonancia del circuito considerado sucede que 


o lo que es igual: 


; 
X = Xe (1 - 27) 
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y en general, la reactancia de la rama 
inductiva no es igual a la de la rama 
capacitiva. Ello sería, aproximadamen- 
te, cierto si Q fuese muy grande. Se 
comprende, pues, que las condiciones 
de resonancia serie y paralelo sólo coin- 
cidirán aproximadamente en el caso de 
que el factor de calidad sea muy grande. 
En el caso en que R=0 , Q>ow y 


entonces se cumple exactamente 
XL = Xe . 


Figura 11.13 
Si ello sucede, en la resonancia: 
XL = Xo 
y entonces: 
h=L 
puesto que: 
Ea 
p3 
XL 
e 
lia 
2 = 
Xc 
Ambas intensidades tienen, pues, el 
mismo valor eficaz, pero están en 
oposición de fase. El diagrama vecto- l2 
rial del circuito será entonces el de la í ó 


Figura 11.14. En tal caso, la intensi- 
dad eficaz de la corriente de línea 

h 
será nula: l=0. 


El circuito en cuestión presenta, i 

pues, una impedancia infinita a las- Figura 11.14 

corrientes que tienen la frecuencia de ` 

antirresonancia. Por ello recibe el 

nombre de circuito tapón, pues dejaría pasar las corrientes de frecuencias diferentes a la 
de antirresonancia e impediría el paso de las que tuvieran dicha frecuencia. 
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11.11. Potencia de una corriente alterna 


Consideremos un tramo de circuito que represen- 
tamos en la Figura 11.15 por un rectángulo. Supon- i 


— 
dremos que dicho tramo está recorrido por una co- as E 
rriente alterna sinusoidal cuya intensidad vendrá 
dada por la función: È: 
P Figura 11.15 
i = |, sen ot 


Entre los extremos del tramo existirá una d.d.p. cuyo valor instantáneo será: 
v = V, sen(ut +) 


Entre los instantes t y t+ dt, circulará por el tramo una carga dq=idt que disipará 
una energía eléctrica 


dW = vdq = vidt = V, |, sen at sen (at + q) dt 


Así pues, la energía eléctrica disipada por la corriente en un periodo será: 


T T 
W = [via = Y o | sena sen(wt +) dt 


o 
0 0 

La Trigonometría dice que 

cosa — cosf = —2 sen Ha + B) sen Ja- p) 
Si hacemos 

Fa + $) = 01+0 y Ha + p) = ot 
resulta 
p=0 y a =20t+9 

con lo que 


sen œt sen (at +ọ) = 4 (cos $ — cosa) = + [ cos y — COS (20t + 9) ] 
En definitiva, resulta: 
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vi ff 
W = a [cos p — cos(20t++p)] dt = 
0 


T T 
Vl V.I 
22 | cosọ dt - 2 | cos(2at+ọ) dt 
2 h 2 do 


Como 
21 4 pen 
U=- y sen(4x+0q) = seno 


la última integral es nula, por lo que la energía disipada por la corriente en un periodo 
es 


V, il 

1 
W = $V, I Toso =- -& T osọ 
2 00 V2 Vo 


y la potencia media disipada por la corriente en un periodo será: 
P = Vicoso 
El coseno del ángulo de diferencia de fase entre 


tensión e intensidad recibe el nombre de factor de 
potencia del tramo de circuito. 


Si representamos vectorialmente la tensión y la 
intensidad tendremos el diagrama de la Figura 
11.16, en el que vemos que la intensidad de la co- Figura 11.16 

rriente (representada por el vector |) puede consi- 

derarse que es la suma de las intensidades de dos 

corrientes: una (representada por el vector l’) en concordancia de fase con la tensión (re- 
presentada por el vector V) y otra en cuadratura con ella (representada por el vector l”). 


La componente l’ recibe el nombre de corriente activa o wattada, pues transporta toda la 
potencia de la corriente alterna, ya que 


P =Viosp= VY 


La componente |” =|sen q recibe el nombre de corriente reactiva o dewattada y su 
existencia es debida a la presencia de reactancias en el tramo de circuito. 
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R 
Por otra parte, cosọ = 7 e |= %3, conloque 


5 R R 2 
P =V zZz=ZIIž=RI 


De donde se desprende que la potencia transportada por la corriente se consume sólo en 


š ; : A : T 
las resistencias. Es lógico que sea así, pues en las reactancias ọỌ =+ > y cosp=0. 


Tanto si éstas son inductivas como capacitivas, almacenan energía durante un cuarto de 
periodo y la devuelven en el cuarto de periodo siguiente. 


En las instalaciones eléctricas, conviene que el factor de potencia sea lo más elevado po- 
sible pues, si trabajan bajo una tensión dada y deben consumir una potencia determi- 
nada, el factor de potencia ha de ser lo más elevado posible a fin de que la intensidad de 
la corriente de línea sea lo menor posible y se reduzcan así al mínimo las pérdidas por 
efecto Joule en la transmisión. 


11.12. Impedancias complejas 


A toda función sinusoidal podemos asociar una función exponencial compleja, ya que 
el? = cos P+jsenP. Así pues, la función sinusoidal 


y = A sen (ot + q) (11.7) 


puede venir representada por la función A ellot+ e) teniendo siempre en cuenta que la 
función representada es la parte imaginaria del complejo representante. 


Utilizar la representación compleja de las funciones sinusoidales resulta práctico, puesto 
que las derivadas e integrales de las funciones exponenciales son muy fáciles de calcular 
y admiten una escritura muy sencilla. En efecto, si 

y = A dtt 


es la representación compleja de la función (11.7), 


d . j ; 
a = jo A Ñ+) = joy 


sería la representación compleja de la derivada de la función (11.7) y 


y dt = La aletto) = sly 
jo 16) 
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sería la representación compleja de la integral de la función (11.7). 


Vamos a estudiar ahora el circuito RLC serie, 


utilizando la representación compleja de las R L C 
funciones sinusoidales. MW — on — 
Si ¡=|, sen at, su representación compleja j 
será 
; Figura 11.17 
lo el wt 


Pero, la ecuación diferencial que rige el funcionamiento del circuito RLC serie vimos 
que era: 


di 1 
= Ri fari — |i 
V i+ L + fia 


con lo que la representación compleja resulta ser: 
v = RÈ + jo et Let > [R+ j(Lo- 3) ] p 


La tensión instantánea entre los extremos del circuito puede entonces expresarse en la 
forma V=Zi sila impedancia z del circuito admite una representación compleja del 
tipo 
E A A 
Co 
siendo X la reactancia total del circuito. 
El número z recibe entonces el nombre de impedancia compleja del circuito RLC. La 


parte real coincide con la resistencia del circuito y su parte imaginaria es la reactancia to- 
tal del mismo. El argumento de z no es nulo, en general, siendo su valor: 


X 
argz = arctg R = q 
Así pues, 


argv = argz + angi = 04+ 


Luego, la expresión compleja de la tensión instantánea entre los extremos del circuito 
será: 
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Vv = v, tA 


El argumento de la impedancia compleja representará, pues, la diferencia de fase exis- 
tente entre la tensión y la intensidad. 


11.13. Impedancias en serie 


Consideremos n impedancias Zy Lo, ES Z Z Z 

. r n 
Zp conectadas en serie (Figura 11.18) y yy a hOM 
sean Z4, Zo, ..., 2, SUS representaciones NT e B 
complejas. ! 
La tensión instantánea v entre los ex- Figura 11.18 


tremos del circuito, será: 


V= Vy +V¿4+..+V = Zi + 231 +...+ 2 


n i = (2, +Z, +..+ZzZ)i 


n 


Tendríamos la misma tensión entre A y B, circulando entre ellos la misma intensidad, si 
sustituyéramos las n impedancias complejas Z4, Zo, --.,Z, por una sola impedancia com- 


pleja 
leg 7 22 z iR +12,% 


11.14. Impedancias en paralelo 


Llamaremos admitancia y; de la impedancia compleja z; al recíproco de dicha impedan- 
cia: 


¿E 

y= 

l 

La admitancia y; es, pues, un complejo que puede iy 21 

expresarse en la forma az ll 
] - ! Loo ; 
y = 9 +]J0 "i | 
donde g; recibe el nombre de conductancia y 0; el | i rA 
de susceptancia. o HU 


Supongamos que en un circuito tenemos n im- 


pedancias asociadas en paralelo (Figura 11.19) y Figura 11.19 
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sean Z4, Zo, ..., Z las representaciones complejas de dichas impedancias. 


Tendremos entonces: 


| an y 
1 Z4 
poa dE 
2 Za 
| poa Y 
n Zn 


Si queremos mantener la misma tensión entre A y B haciendo circular la misma inten- 
sidad, podemos sustituir las n impedancias complejas por una sola representada por el 
complejo z eq Que cumpla la relación 


Lopa 
leg ES 


Escribiendo esta última ecuación en función de las admitancias, resulta que en una co- 
nexión en paralelo de impedancias la admitancia equivalente cumple 


Yeg = y 


o sea, que la admitancia equivalente de una asociación en paralelo de admitancias es 
igual a la suma de admitancias presentes. 


11.15. Teorema de superposición 


Consideremos una red como la de la Figura 11.20, en la que aparecen generadores de c.a. 
e impedancias. Los valores instantáneos de las f.e.m. y las intensidades, así como las im- 
pedancias, se expresarán en el campo complejo. Sean ¡,,¡, ei} las representaciones com- 
plejas de las llamadas corrientes de malla. Debe entenderse que la intensidad instantá- 
nea de la corriente que circula por una rama común a dos mallas es igual a la suma al- 
gebraica de las corrientes de malla contiguas. Si se utilizan valores instantáneos, pode- 
mos sumar escalarmente tanto las tensiones como las intensidades, por lo que a un cir- 
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cuito de estas características podremos aplicar, sin más, las leyes de Kirchhoff. Así pues, 
considerando la malla ABDA de la Figura 11.20 y aplicándole la segunda ley, tenemos: 


e, + e6, +e, = Zi, + 2o(,-i,) + 2, (i — 12) (11.8) 


En la malla DBCD se tiene: 


y en la ADCe¿z¿A: 
€ ++ = 23li-1,) + 25 (ig —12) + Ziz (11.10) 


En las ecuaciones (11.8), (11.9) y 
(11.10), todas las magnitudes se ex- 
presan en el campo complejo. Lla- 
maremos impedancia propia de la 
malla ABDA a la magnitud comple- 
ja 


Z = 4 +Z, +z 
e impedancia compartida entre las 


mallas 1 y 2 (mallas ABDA y DBCD) 
a la magnitud 


Z2 = lay = 2 


Figura 11.20 


Con estas definiciones, las impe- 
dancias propias de las mallas DBCD 
y ADCe¿z¿A (malla 3) serán, respectivamente: 


lao = Z, + Z4 + Zg 


Zag = Z3 + Zg + Zg 
y las impedancias compartidas entre las mallas 1-3 y 2-3 serán: 


Zig = 24 = 73% 


log = 25 
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A a KXK— 


Con la nueva notación, las ecuaciones de malla (11.8), (11.9) y (11.10) pueden expresarse 
en la forma: 


El sistema de ecuaciones (11.87, (11.9), (11.10) es lineal y su determinante principal sería 


411 %2 73 
A = la %2 23 
Za “3 3 


Si lo resolvemos mediante la regla de Cramer quedaría, por ejemplo, para i4: 


e+e, +83 Zio 243 
04 +85 +83 Zo a 
E e¿+e5+ Zo 2a 
h = 7 
Desarrollando el numerador y A, resulta finalmente: 
l, = a,€, + a,€, + a8} + aye, + ajez + aeg (11.11) 


en donde los coeficientes a, sólo dependen de impedancias complejas conocidas. 
Operando análogamente para obtener i, e iz, se llega a: 


Ll = ay €, + a, €, + az e3 + ay e, + a; es + ag Ss (11.12) 
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H PER » d 2 tr ” +t 
iz = a’ e] + a,” e, + a” e} + ay"ey + as” ez + ag eg (11.13) 
siendo, también, las a; y a¡” funciones exclusivas de impedancias complejas conocidas. 


De las ecuaciones (11.11), (11.12) y (11.13) resulta inmediatamente que las corrientes de 
malla ¡,,i, ei} son funciones lineales y homogéneas de las f.e.m. existentes en la red. 
Como cualquier intensidad de rama es combinación lineal de intensidades de malla, se 
deduce que cualquiera de las primeras será función lineal y homogénea de las f.e.m. 


A partir de las propiedades fundamentales de las funciones lineales se llega, entonces, al 
enunciado del teorema de superposición, según el cual: 


La intensidad instantánea de la corriente que circula por una rama cualquiera de una 
red es igual a la suma algebraica de las que circularían por dicha rama si actuara cada 
una de las f.e.m. por separado, estando cortocircuitadas las demás. 


11.16. Definiciones para la teoría de circuitos 


Llamaremos fuente de tensión a todo generador cuya impedancia interna sea nula. En 
tal caso, la diferencia de potencial instantánea existente entre sus terminales es igual a 
su f.e.m. (v = f.e.m.). Suele representarse mediante el símbolo 


Qu 


al que se superpone la tensión que suministra. 


Llamaremos fuente de intensidad a cualquier generador que suministre siempre la 
misma intensidad, independientemente del consumo exterior. Suele simbolizarse tal 
como se indica a continuación 


—(8— 
y al símbolo se le superpone la intensidad que 
proporciona el aparato. Para que un genera- 
dor actúe como fuente de intensidad, deberá 
tener una impedancia interna infinita. En 


efecto: en el circuito de la Figura 11.21, la in- 
tensidad i vendrá dada por: 


z+ zZ Figura 11.21 
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Si se hace variar la carga conectada exteriormente, la intensidad i variará en 


e 


- —— AZ 
(z + Z)? 


Ai = 
con loque Ai—>0 sólo si Z es despreciable frente a z, es decir, estrictamente, sólo si z es 
infinita. 


Un generador real tiene impedancia interna finita y puede representarse con la ayuda de 
las fuentes que acabamos de definir. Si entre a y b (Figura 11.22) existe un generador de 
f.e.m. € y de impedancia interna z, tendremos: 


Yp = €-Zi= Zi (11.14) 


Figura 11.22 Figura 11.23 


Así, se puede sustituir el generador conectado a los terminales a y b por una fuente de 
tensión igual a la f.e.m., conectada en serie con una impedancia igual a la interna del 
generador (Figura 11.23) sin que se altere la corriente que circula por la carga conectada 
exteriormente. 


Asimismo, si dividimos por z los dos miembros de (11.14), resulta: 


esto es: 


=i-Zz3= i-1 (11.15) 


La intensidad ¡, = 


b sería la que circularía por el generador si sus terminales estuvie- 
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ran cortocircuitados. Un circuito como el representado en la Figura 11.24 cumple escru- 
pulosamente con la ecuación (11.15), ya que la corriente que circularía en tales condicio- 
nes por la impedancia Z sería tal que: 


zi = Zi 


esto es, tal que: 


En la Figura 11.24 también se cumple 


H E Fr 
¿=1+1 


como en (11.15). Así pues, un generador real Figura 11.24 

es equivalente a la conexión de una fuente 

de intensidad que suministre una corriente 

igual a la que circularía por aquél, si estuvieran sus terminales en cortocircuito, en para- 
lelo con una impedancia igual a la interna del generador. 


11.17. Teorema de Thévenin 


Consideremos una red de dos terminales a y b constituida por N—1 fuentes de inten- 
sidad, M fuentes de tensión, e impedancias (Figura 11.25). 


Entre los terminales a y b, co- 
nectaremos otra fuente de in- 
tensidad iy: 


Supondremos que no existe 
acoplamiento inductivo entre 
lo conectado exteriormente y 
cualquier elemento de la red. 
Todos los elementos de la red se 
comportarán linealmente. Si 
ello es así, la contribución a la Figura 11.25 

tensión entre a y b de la fuente 

de intensidad j-ésima será pro- 

porcional a la intensidad suministrada por ella (Z. i.) y la contribución de la fuente de 
tensión k-ésima sería también proporcional a Yo ( k Vg): Como el sistema es lineal, la 
tensión total v, será la superposición de todas las contribuciones debidas a las fuentes 
existentes. Así pues: 
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N-1 M 
Vb = > 2; i; + ) Ha Ve + Zu ón 
j=1 k =1 


el último término da cuenta de la contribución de la fuente de intensidad externa a la 
red. De hecho, si hiciéramos ÎN =0, la red se hallaría en circuito abierto y entonces 


N-1 M 
Vi = Ya = > 2; y + > Hi Yk 
k =1 


j=1 
sería la tensión existente entre los terminales de la red en circuito abierto. Así las cosas, 


Para calcular el coeficiente del término n-ésimo, bastaría dividir Vab POT İN habiendo cor- 


tocircuitado las fuentes de tensión y suprimido las de intensidad restantes y habiendo 
sustituido los generadores por sus impedancias internas. En tal caso: 


v 
= ab 
Zy = 


i l l 
N Vvk: Ìj=0 excepto iy 


Luego, el término Zy se interpreta como la impedancia que presenta la red vista desde 
los terminales a y b. Es fácil ver entonces que el circuito de la Figura 11.26 cumple con la 
ecuación (11.16), puesto que en él también 


Vab = ¿nin + Ya 


luego, según lo anteriormente expuesto, 

la red lineal original puede sustituirse PERA TAS 
por un sencillo circuito serie que conste 
de una fuente de tensión y una impedan- 

cia. Mediante esta sustitución, puede con- 

seguirse que la tensión y la corriente en el MO ON 
circuito exterior sean las mismas y que la 
potencia consumida por éste sea también 
la misma. Ello nos lleva finalmente a 
enunciar el teorema de Thévenin, según 
el cual: Toda red activa lineal de dos ter- 
minales equivale a la conexión en serie 
de una fuente de tensión y una impedan- 
cia a efectos de cálculo de la tensión, la in- 


Figura 11.26 
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tensidad y la potencia en el circuito exterior. La fuente de tensión debe suministrar una 
tensión igual a la existente entre los terminales de la red original en circuito abierto y la 
impedancia debe ser igual a la que tiene la red original entre sus terminales cuando se 
hayan sustituido todos los generadores por sus impedancias internas. 


11.18. Teorema de Norton 


Consideremos la misma red activa del apartado anterior (Figura 11.25). Seguirá cum- 
pliéndose entonces, 


Vab = Va + nin 


Si dividimos ambos miembros por Zy queda: 
a,j 
= +1 (11.17) 
Zn A% N 


v 
Pero el término 7 es, precisamente, la intensidad que circularía por el exterior de la 
N 


red si cortocircuitáramos sus terminales. En efecto, recordemos que la red es equivalente 
a la de la Figura 11.27. Luego, si cortocircuitáramos la salida, la corriente que circularía 


v 
sería is = 7 (Figura 11.28) y la ecuación (11.17) podrá escribirse en la forma: 
N 


ZN 


Figura 11.27 Figura 11.28 


= k + ly (11.18) 


DA 


Ahora bien, un circuito como el representado en la Figura 11.29 cumple escrupulosa- 
mente con la ecuación (11.18) puesto que la corriente que circula por Zy tiene por inten- 
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v 
sidad > 10 y puede expresarse como la 
N 


suma de i, y de iy. Así pues, podemos 
enunciar el teorema de Norton di- 
ciendo: Toda red activa lineal de dos 
terminales puede reducirse a la co- 
nexión de una fuente de intensidad, 
que suministre una intensidad igual a 
la de cortocircuito de la red, en paralelo 
con una impedancia que coincida con la 
que se mediría desde los terminales a y 
b habiendo sustituido los generadores 
por sus impedancias internas. 


Corrientes alternas 


Figura 11.29 


11.19. Teorema de la máxima transferencia de potencia 


Consideremos una red activa lineal de dos terminales que suministre energía eléctrica a 
una carga exterior variable Z (Figura 11.30). En este apartado, trataremos de averiguar 
cuánto debe valer Z para que la potencia suministrada por la red sea máxima. Para ello, 
buscaremos el circuito equivalente de Thévenin de aquélla, que podrá ser sustituida por 
la conexión de una fuente de tensión v, en serie con una impedancia (Figura 11.31). 


Figura 11.30 


La intensidad que circula por Z será entonces 


y la potencia instantánea consumida por la carga valdrá: 


p = Rif 
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siendo: 
r+jx+R+jX 
si 
Zą =T+jx ysi Z = A+jX 
2 
| = Ya y lil? = leaf 
(R +r) + j(X +x) (R +r)? +(X +x 
luego: 


p=R 


En la anterior expresión, son variables R y X y fijas V,, X y r. 


Si la potencia cedida debe ser máxima, se cumplirá: 


dp _ dp _ 
A = 0 y aX = 0 
op [va [R+ rar] RI 2 (R+0 
— i. e A A A a A A = 
OR G + r)? + (X + xy] 
o sea que 
(R+? + (+9 -2R?-2Rr=0 (11.19) 
os R| 2 x+ x) 
ox Ao 2 wv. a 


2 
[R +r? +(X+ xy] 
nos da X=-x y sustituyendo en (11.19) resulta: 


Rè +Ê +2Rr-2R2-2Rr=0 o sea ĉÊ-R =0 


de donde: 
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R=r 


Luego, para que la cesión de potencia sea máxima, la carga exterior Z debe venir repre- 
sentada por el complejo conjugado de la impedancia equivalente Thévenin de la red 


Z = Zəą = '!TjxX 
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